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KAPITEL

EINFUHRUNG

Wir definieren zu Beginn den Begriff eines Automaten als ein mathematisches Modell eines
Algorithmus oder einer Maschine.

a
GD/_\ @ akzeptiert x
Eingabe x
interner Speicher verwirft x, akzeptiert x nicht

Wir definieren die Sprache eines Automaten als die Menge aller akzeptierten Eingaben.
Es gibt hunderte Typen von Automaten in der Literatur. Sie unterscheiden sich ...

in der Art der Eingaben: endliche oder unendliche Worter, endliche oder unendiche Baume,

) e

in der Art des Speichers: keinen Speicher, einen Stack oder ein Turingband.

in der Verarbeitung der Eingaben: von links nach rechts, von rechts nach links, top-down,
bottom-up, bidirektional, ...

in dem Freiheitsgrad der Zustandsiuibergange: deterministisch, nicht deterministisch,
probabilistisch, ...

endliche Automaten

Endliche Automaten akzeptieren genau die
reguldren Sprachen.

— endliche Worter als Eingabe

— keinen Speicher Der Automat akzeptiert alle Worter der
Form

— Verarbeitung von links nach rechts

Anwendung: String Matching a™b" mitm >0,n>1,

damit also die Sprache a*b™.
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Biuchi-Automaten

Buchi-Automaten akzeptieren genau die w-
reguldren Sprachen.

als Eingabe

Der Automat akzeptiert die Sprache

— Verarbeitung von links nach rechts a*bY

Anwendung: Verifikation temporaler

Systemeigenschaften (Akzeptanz wenn ein Finalzustand

unendlich oft besucht wird.)
Baumautomaten
Baumautomaten akzeptieren genau die Baumsprachen.

als Eingabe

— Verarbeitung top-down oder bottom-up
Anwendung: XML-Parsing
Kellerautomaten
Kellerautomaten akzeptieren genau die kontextfreien Sprachen.

— endliche Worter als Eingabe
— Stack

— Verarbeitung von links nach rechts

Turingmaschinen

Turingmaschinen akzeptieren genau die entscheidbaren Sprachen.
— endliche Worter als Eingabe
— Turingband

— bidirektionale Verarbeitung

Zwei typische Fragen, welche wir uns hierbei stellen sind die der ...

Expressivitat: Welche Sprachen lassen sich mit Automaten eines gegebenen Typs akzeptieren
und wo liegen die Grenzen dieses Typs? Wie unterscheiden sich Varianten eines
Automatentyps? (bspw. Determinismus und Nichtdetereminismus)

Entscheidbarkeit: Betrachte Entscheidungsprobleme der Form

Gegeben: Automat A
Frage: Hat A die Eigenschaft P?

Gesucht sind effiziente Algorithmen beziehungsweise Unentscheidbarkeitsergebnisse.

Diese Vorlesung soll eine logische, algebraische und topologische Sicht auf Automaten geben.
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(1) Automaten vs. Logik

Idee: Beschreibe Eigenschaften von Wortern (oder auch Baumen und Graphen) durch
logische Formen.

Beispiel: Die Worter der Sprache a*b* sind durch die Eigenschaft ,es steht kein b links
von einem a“ charakterisiert. Als Formel in monadischer Logik 2. Stufe (MSO):

-3 [x <y A Pp(x) A ]
rd v

Pos.xist ~ AnPos. x
links vony stehteinb

Wir werden feststellen, dass Reguldre Sprachen = durch MSO-Formeln
beschreibbare Sprachen.

Ziel: (a) Modelltheoretische Charakterisierung von Spracheigenschaften
»Ein Sprache hat Eigenschaft P < sie lasst sich durch eine Formel vom Typ T
beschreiben.”

(b) Verwende Automaten, um Giltigkeit logischer Formeln zu entscheiden:
Vk,, myneN.[k<l A m<n = k+m < l+n]

Ubersetze Formel in einen »aquivalenten“ Automaten und teste,
ob dieser Automat alle Eingaben akzeptiert.

(2) Automaten vs. Algebra

Idee: Assoziiere algebraische Strukturen zu Automaten/Sprachen.
Wir werden feststellen, dass Reguldre Sprachen = durch endliche Monoide
erkennbare Sprachen.

Ziel: (a) Algebraische Charakterisierung von Spracheigenschaften
,Ein Sprache hat Eigenschaft P < assoziierte Algebra hat Eigenschaft P’.”

(b) Konsequenz: Entscheidbarkeitsergebnisse — Wenn P’ entscheidbar ist, dann
auch P.

(3) Automaten vs. Topologie

Idee: Spracherkennung durch Automaten/Algebren als ,stetiges” Problem.
Wir werden feststellen, dass Reguldre Sprachen = offen-abgeschlossene
Teilmengen eines metrischen Raumes.

Ziel: Charakterisierung von Spracheigenschaften durch proendliche Gleichungen.
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AUTOMATEN UND REGULARE SPRACHEN

Definition 1.1 (Alphabet, Wérter, Konkatenation, Potenzen und Sprachen)

Ein Alphabet ¥ ist eine endliche Menge von Symbolen.
Beispiele: £ = {0,1} (BINAR- oder INFORMATIKERALPHABET), & = { ASCII-ZEICHEN }.

Ein Wort iiber X ist eine Zeichenfolge w =a;...ay mitn > 0 und ay,...,an € 0.
Spezialfall n = 0: Wir sprechen dann vom leeren Wort ¢.
Sei n die Lange von w, so notieren wir n =: jw|.

2* := Menge aller Worter uber X
It= Menge aller nichtleeren Worter tiber X

Die Konkatenation zweier Worter v=a;...a, und w =by...by, mit v,w € L* definieren
wir als
VW =dj...anb7...bpn.

Insbesondere gilt
VE=¢€V=".

n mal

Fur w € £* und n > 0 definieren wir die n-te Potenz als w™ =Ww...w. Formal:

Wl =¢und wr =w" 'w(firn > 1)

Wir definieren eine Sprache iiber X als eine Menge von Wortern tiber X, also eine
Teilmenge L C X*.

Definition 1.2 (nichtdeterministischer Automat und Léufe)

Ein nichtdeterministischer Automat (NA) ist ein 5-Tupel

A=(0,Z,—,1,F) mit

2 das Alphabet
—C Q % L x Q der Zustandsiibergangsrelation (man schreibt q = q’ fiir (q,a,q’) €—)
I der Menge an Initialzustanden und

F der Menge an Finalzustanden.

Ein Lauf von A bei Eingabe w = a;...a, € I* ist eine Liste an Zustdnden q1,...,qn € Q mit
(i) go € L und (ii) qo SN gn. Der Lauf ist akzeptierend, falls q,, € F.
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A akzeptiert w € L*, wenn es einen akzeptierenden Lauf fur w gibt. Die von A akzeptierte
Sprache ist
LA)={weZX ‘ A akzeptiert w}.

Fiir q,q’ € Qund w = a;...an € L* schreibe q % q' < 39 = qo,q1, ..., qn = q’ mit q = qo —
e S qn=q’.

Damit ist es moglich die Definition der Sprache als

LA)={weX*|Iqgiel,qreF. qi > qr}

zu schreiben.

Beispiel 1.1:
Der nebenstehende Automat lasst sich

durch , £ = {ab},

I = {q} F = {qiq} und —=
{(qmaa%)»(%h»qo)»(C]o)asqﬂ,(QhCl,CJZ)»(m\b»%)} start
beschreiben.

Wir sehen, dass der nebenstehende Automat die Laufe qo,qo,q0,q0 und qo,qo,q1,q2 hat. Die
Sprache des Automaten ist durch

L(A) = alle Worter auf {a,b}", deren letztes oder vorletztes Symbol ein a ist
(a+b)*a(b+e).

3K

Definition 1.3 (NEA)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein NA mit endlicher
Zustandsmenge.
Eine Sprache L C L* ist regular, wenn es einen NEA gibt mit L(A) =L.

Beispiel 1.2: Die Sprache L = {w € {af : wlist gerade} ist regular. Beweis der Tatsache: Wir
zeigen das durch Angabge des folgenden Automaten:

a
start a °

Beispiel 1.3: Die Sprache L = {a"b™ : n >0} ist nicht regular.

Intuition: Endliche Sprachen konnen sich wegen der Endlichkeit ihrer Zustandsmenge keine
beliebig groflen Zahlen merken.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen L sei regular. Sei A = (Q, {a, b}, —,,F) NEAmitL(A) =L.
Sei n:=1Q)|.

Wegen a™b™ € L gibt es in A einen akzeptierenden Lauf fur a™b™:

b b
start — qo —+~q1 — %+ q2 Gn1 —2 v g Gt q2n_1

Wegen n = |Q| sind die Zustande qy, ..., n nicht paareweise verschieden. Es gibtalso0 <i<j<n
mit q; = gj:

S
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Zyklus der
Langej—1

a
start — qo —— q1

Das Entfernen des Zyklus liefert einen akzeptierenden Lauf fiir a®~0-Ub™ ¢ L. Dies steht im
Widerspruch zur Aussage, dass L(A) =L, und damit ist L nicht regular. O XK

Definition 1.4 (D(E)A)
Ein deterministischer (endlicher) Automat (D(E)A) ist ein N(E)A A = (Q, X, —, I, F) mit

* |I| =1, dass heif3t es gibt genau einen Initialzustand
« fiir alle q € Q, a € I gibt es genau ein q’ € Q, so dass q — q’ (Notation: q’ =: q.a)

Fir q € Q,w € " ist q.w der eindeutige Zustand, der von q aus bei Eingabe w erreicht wird.
Formal: q.e =qund q.(va) =(q.v).afiralleve Z*ja e X

Fakt: Zu jedem N(E)A A gibt es einen D(E)A Ager mit L(Ager) =L(A).
Idee: A 4et simuliert parallel alle moglichen Laufe von A. Dazu merkt sich A4e¢ Uber seinen Zustand,
in welcehn Zustinden A sein konnte. Wir wollen die Aquivalenz

Zustand von Ag4e; = Menge von Zustanden von A

Implementierung: Potenzmengenkonstruktion
Gegeben sei ein NA A = (Q,Z,—,1,F), so definiere den DA Ag4.; wie folgt:

. P(Q)={S|SC Q} (Potenzmenge von Q)
Alphabet

Startzustand: I € P(Q)
« Finalzustinde: Fyee = {S € P(Q) | SNF =0}
o Uberginge:S.a={qeQ :3IpeS:p>q}firSeP(Q) act.

Wir behaupten nun:

Satz 1.1 (Aquivalenz von D(E)A und N(E)A)
Es gilt: L(Aget) = L(A).

Beweisskizze: Der Fakt
VSePQwer.Sw={qeQ:3Ip e S.p>q}

ist leicht zu sehen, man zeigt ihn per Induktion noch |w|.
Also gilt

wel(A) < 3gqielqreF qi = qr
= E|q]: eF qr € L.w
< ILwfinal in Aget © W € L(Aget) O



8 1.1. OPERATIONEN AUF SPRACHEN [[M C *

Beachte: Wegen [P(Q)| = 21Q ist A 4ot exponentiell groBer als A.
Die Potenzmengenkonstruktion ist optimal, das heif3t es gibt im Allgemeinen keinen DEA

A’ mit L(A’) =L(A), der kleiner als A4 ist.

1.1 Operationen auf Sprachen L,M C ¥*

(1) Boolsche Operationen:
s LUM:={weI* :welVweM}
s LnM:={weX*:welAweM}
c L=1L%={wes :w¢L}

(2) Konkatenation:

IM={vm :vel, weM}

(3) Kleene-Stern:

n mal

=
Fur n > 0 schreibe L™ =1L...L.
Formal: 10 := {a}, [":= L™ 'L fir n > 0. Dann ist der Kleene-Stern definiert als

L=
n=>0
Alsow € L* & es existieret eine Zerlegung w =wj...wy, mit n > 0 und wy,...,w, € L.
Es stellt sich nun naturlich die Frage nach Abgeschlossenheit:

Satz 1.2 (Abgeschlossenheit reguldrer Sprachen)
Fur alle reguldren Sprachen [,M C X* sindauch LUM, LN M, L, LM und L* regular.

Beweisidee: Gegeben seien NEAs A, B fiir L und M. Baue nun NEAs fur LUM, LNM, L, LM und L*:
* LUM,LNM: Parallelschaltung der NEAs
« L: vertausche Final- und Nichtfinalzustinde
* LM: sequentielle Komposition
¢ L*: Erweitere A um Feedback-Uberginge. O

Definition 1.5 (Regulire Ausdriicke)
Die reguldren Ausdriicke uiber X sind induktiv wie folgt definiert:

* DistRA * ¢istRA e aistfurac€ X RA
e Sind r und s RA, so auch r+s,rs und r*.
Jeder RA r reprasentiert eine Sprache L(r) C £*:
s LM =0 « L(e)={¢} * L(a)={a}
e L(r+s)=L(r)UL(s),L(rs) =L(r)NL(s) und L(r*) =L(r)*.
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Es gilt die Operatorprazedenz: ()* > () > (+)

Fakt: Eine Sprache L C X* ist genau dann reguldr, wenn ein regularer Ausdruck r existiert mit
L(r)=L.

Normalerweise treffen wir keine Unterscheidung zwischen regularen Ausdriicken r und deren
Sprachen L(r), so steht beispielsweise r = s fir L(r) = L(s) und nicht unbedingt fiir syntaktische
Glechheit.

Satz 1.3

Eine Sprache L C L* ist genau dann regular, wenn ein reguldrer Ausdruck r mit L(r) =1L
existiert.

Beweis:
»<=" Fir jeden reguldaren Ausdruck rist L(r) regulér, denn:

— Die Sprachen §,{¢},{a} sind regular. Wir zeigen dies durch Angabe von Automaten:

a
start start
start

- Die reguldren Sprachen sind unter Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern
abgeschlossen.

,=“ Sei L C £* reguldr und A = (Q,X,—,I,F) ein NEA mit L(A) =L.

Ziel: Konstruiere RA r mit L(r) =L.

Idee: rist die Losung eines Gleichungssystems das A beschreibt.

Wir betrachten dazu folgendes Lemma, welches wir in als Ubungsaufgabe zeigen wollen:
Lemma 1.4 (Arden)
Seien K,L,M C ¥* Sprachen mit ¢ ¢ K. Dann gilt:

L=KLUM & L=K"M.

Das heif3st die Gleichung L = KLUM (mit Unbekannter [ und Konstanten K, M) hat die
eindeutige Losung L = K*M.

Beweis: siehe Ubungsblatt 1 Aufgabe 3 O
Eine Konsequenz, welche sich daraus ergibt ist, wenn r,s RA fur K und M sind, r*s ein RA fur
L ist.

Sei Q = {qo, ceey qn}. Definiere dann:
Li::{wez* © i — qF firein qFEF}. (i€ {0,...,n})
Beachte: L(A)= U L; (%)
qi€l

Wir definieren dann noch die Sprache Kj ;, welche die Transitionen des Automaten durch

Ki,j I:{GEZ : ql&q]} (i,jE{O,...,n})
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kodiert, sowie die Sprache M, welche die Laufe im Finalzustand kodiert als

{s} ,falls g € F .
M; = .
i {@ falls qi ¢ F (i€{0,om})

Wir stellen nun die Behauptung auf, dass fur alle i € {O, ... ,n} gilt, dass

::Ni
/_A_\

n
L= U Ki)ij UM;.
j=0

Beweis der Behauptung: Zu zeigen ist, dass fur alle w € £* gilt, dassw € L; & w € N;i:

Fall1: w=¢

ecl; & qieF (Def. L;)
& eeM; (Def. My)
& e eNy (Def. N;)

Beachte: ¢ ¢ Ky ;L;

Fall 2: w+#¢,alsow=avmitaeZundvel*

wel;y < 3JqreF qi>qr (Def. L;)
& 3JgreFFHe{0,...,n}. qi > qj > qr
& Fe{0,...,n}.aeKjAvel (Def. Ky, L)
& Fje{0,...,n}. we KL
< Fe{0,...,n}.weN; (Def. N;)

Beachte: ¢ ¢ Ky ;1
H

Iteriertes Einsetzen und Anwenden des Lemmas von Ardens liefert dann regulare Ausdriicke

T0y--.-,Tn fur Lo,...,L,,. Wegen () ist r= >_ 1y, ein reguldrer Ausdruck fur L(A) =L.
qi€l

O
Beispiel 1.4: Wir wollen einen reguldren Ausdruck fir nebenstehenden Automaten entwickeln:

Ly=blLo+(a+b)L1+0L,+¢  (0) b

Li=0Ly+ 0Ly +aly,+0 (1) o b a
)]
L= flo+bly+01,+¢ (2) start @ b
Einsetzen von (2)) in (1)) liefert

L; = a(bl;+e&) = abl; +a 22 [, — (ab)*a. (3)

Einsetzen von (3) in (0) ergibt

Ly =bly+ (a+b)(ab) a+e.
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Mit dem Lemma von Arden ergibt sich dann fur Ly (also als reguldren Ausdruck fir L(A)):

L(A)=Ly=b*[(a+b)(ab)*a+el

Bemerkung

Ein regularer Ausdruck kann als (nichtdeterministisches) Programm interpretiert werden:

Der regulare Ausdruck a, mit a € %, ist ein atomares Programm.

() ist ein fehlerhaftes Programm.

¢ ist ein Programm, welches nichts tut.

1s ist die sequentielle Komposition der Programme r und s.

T+ s ist ein Programm, das (nichtdeterministisch) entweder r oder s ausfiihrt.
T* ist ein Programm, das r beliebig, aber endlich oft iteriert.

L(r) st die Menge der Ausfithrungssequenzen atomarer Programme, die bei
Ausfithrung von r auftreten konnen.

Die Transformation von 1 in einen NEA entspricht der Kompilierung in
Maschinencode.

Fazit: Die reguldaren Ausdriicke bilden eine hohere Programmiersprache fiir NEAs.

1.2 Morphismen von Automaten

Im Folgenden betrachten wir DAs uber einem festen Alphabet Z. Fiir die Daten eines DAs schreiben
wir A = (QA»Z) A qO,AyFA)-

Definition 1.6 (Morphismus)

Seien A und B DAs. Ein (Homo-)Morphismus von A nach B ist eine Funktion h: Qs — Qg
mit:

(i) h(doa) =qoB
(i) Vg€ Qa. g€ Fa<h(q) €Fp
(iii) Vq € Qa.Va € Z. h(q.a) =h(q).a

Notation: Schreibe h: A — B fiir einen Morphismus von A nach B.

Beispiel 1.5:
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Po— 9o
Wihle h: A — B mit ¢ pr+—q; ».histein
P2 (1
Morphismus.
Satz 1.5

Sei h: A — B ein Morphismus von DAs = L(A) =L(B).

Beweis: Seiw =aqaj...an € L*. Betrachte den Lauf von w in A:
aj az an
qJo,A — q1 —> - — (n.
Wegen Eigenschaft[(iii) hat w folgenden Lauf in B:
) n
Gos D h(doa) < hgr) S - 2 h(gy).

Daraus folgt L(A) = L(B). ]

Proposition 1.6

(1) Firjeden DA A istida : A — A,q+— q ein Morphismus.

(2) Wenn g: A — B und h: B — C Morphismen von DAs sind, dann ist auch hog: A —
C,q+— h(g(q)) ein Morphismus.

Beweis:
ad (1) trivial
ad (2) Seien g: A — B und h: B — C Morphismen. Priife (i)} [(ii)] und [(iii)| fiir ho g:

ad[(@)] h(g(qoa)) =h(qo,8) = qo,c
ad[(ii)] q € Fa < g(q) e Fg & h(g(q)) € Fc
ad|(ii7)] h(g(q.a)) =h(g(q).a) =h(g(q)).a

Wir schlussfolgern, dass h o g ein Morphismus ist.

Morphismen konnen auch durch Kongruenzen beschrieben werden!

Definition 1.7 (Kongruenz)

Sei A ein DA. Eine Kongruenz auf A ist eine
Aquivalenzrelation ~ C Qa x QA mit

(i) g~q'=qg.a~q’.a VaekX
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(ii)) q~q'=[qeF<q’ €H
Proposition 1.7
Sei h: A — B ein Morphismus von DAs. Betrachte ~,C Qa X QAa:

q~hq = h(q)=h(q)

Dann ist ~,, eine Kongruenz auf A, der sogenannte Kern von h.

Beweis: Klar ist, dass ~y, eine Aquivalenzrelation ist, denn dies folgt bereits aus der Definition.

Uberpriife nun |(i){und
ad|(i) Seiq,q’ € Qa,a € L, so gilt

d~nq" = h(q)=h(q") (Definition von ~y, )
= h(q).a=h(q").a
= h(g.a) =h(q’.a) (~n ist Morphismus)
= g.a~hq’.a (Definition von ~y, )

ad|(i1) Sei q ~n q, so gilt

qeFa < h(q)eFg (~n ist Morphismus)
= h(q') €Tp (h(q) =h(q")
= q'€Fa (~n ist Morphismus)

O
Fir jede Kongruenz ~ auf einem DA A kann man einen DA A/~ konstruieren, der durch
Verschmelzen kongruenter Zustdnde entsteht.

Notation
Far q € Qa sei

[q]~ : (Kongruenzklasse von q)

(Menge aller Kongruenzklassen)

Die Kongruenzklassen bilden eine Partition von QA
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Definition 1.8

* Alphabet

* die Zustandsubergangsrelation [q]..a = [q.a]. fir g € Qa,a € X

* Initialzustand [qg A~ und

* Finalzustand: [g]- final in A/~ < q € Fa.

Proposition 1.8

Sei A ein DA und ~ Kongruenz auf A. Dann ist
ho: A=Ak g [gl

ein Morphismus mit Kern ~. Insbesondere ist dann L(A) = L(A/~).

Beweis: h.ist Morphismus:

ad[(i)] h-(qo,a) =I[qoal~ und dieser Zustand ist initial in A/~.

ad[(ii) q € Fo & [g]. finalin A/~
\/)

—h(
ad|(iii)] Fur q € Qa, a € Z. h.(g.a) =[q.a]. = [q]-..a=h_(q).a.

Hal

(das ist wohldefiniert, also unabhidngig von der Wahl des Reprasentanten, durch Eigenschafteiner Kongruenz)

(das ist wohldefiniert, also unabhédngig von der Wahl des Reprasentanten, durch Eigenschaft|(ii){einer Kongruenz)

Sei A ein DA und ~ eine Kongruenz auf A. Der Quotientenautomat A/~ ist wie folgt definiert:

Daraus schliefen wir direkt, dass h. ein Morphismus ist, zu zeigen bleibt, dass ~ der Kern von h.

ist.
Sei =~ (:=~p,_) der Kern von h.. Dann gilt fir q,q" € Qa:

q~q e h(q)=h.(q)elq.=[ql.=q~q"

Satz 1.9 (Homomorphiesatz)

Seiene: A — B, h: A — C Morphismen von DAs und e surjektiv. Dann
gilt:

@ Jede Funktion g: Qg — Q¢ mit h = go e ist ein Morphismus von
B nach C.

@ Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Es gibt einen Morphismus g: B -+ Cmith=goe
(b) ~eC~h
(c) Va,9" € Qa. e(q) =e(q’) = h(q) =h(q’)

Beweis:

ad @ Sei g: Qg — Qc mit h = goe. Wir zeigen, dass g Morphismus ist:
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ad[(i1)] Sei q € Qg. Wahle p € Qa mit e(p)

ad[(ii1)] Seiq € Qp, a€e L.

ad@

ad
g9(do,8) gle(qo,a)) ( e ist Morphismus)
= h(qo,a) (goe=h)
= (o,C (~n ist Morphismus)

= (. (e ist surjektiv!)

qefFg & e(p)eFp
& pEeFa ( e ist Morphismus)
< h(p) eFc ( hist Morphismus)
< gle(p)) eFc (h=goe)
< gl(q)€eFc

Wihle p € Qa mit e(p) = g. (e ist surjektiv!)

9(q.a) = gle(p).a)
= ¢(e(p.a)) ( e ist Morphismus)
= h(p.a) (goe=h)
= h(p).a ( hist Morphismus)
= gle(p)).a (h=goe)
= 9(q).a

Es ist klar, dass & nach Definition von ~, und ~p. Wir zeigen damit noch|(a) <

(c)
J@)]=[(c)f* Seig:B — C ein Morphismus mith=goe, q,q" € Qa, so gilt

gle(q))=gle(q")) < hiq)=h(q").

J@)]<[c)" Definiere g: Qg — Qc wie folgt: Sei q € Qp. Wahle p € Qa mit e(p) =q (e

ist surjektiv) und definiere g(q) := h(p). Das ist wegen [(c) wohldefiniert,
also unabhangig von der Wahl von p. Aulerdem gilt h = goe, weil g(e(p)) =

\v./

=q

h(p). Nach @ ist g ein Morphismus.

Isomorphismen Idee: Zwei DAs sind isomorph, wenn sie sich nur in der Benennung der Zustande
unterscheiden.

Definition 1.9 (Isomorphismus)

Pr

Ein Morphismus i: A — B heif3t Isomorphismus genau dann, wenn er bijektiv ist.
A und B sind isomorph, wenn ein Isomorphismus i: A — B existiert. Schreibe dann: A = B.

oposition 1.10

Wenn i: A — B ein Isomorphismus ist, dann auch die Umkehrfunktion i 1:B—A.
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Beweis:

ioi=idp ANy
Weil i,id 5 Morphismen sind, ist auch i~! ein Morphismus nach Satz / &
(Homomorphiesatz). B it s A

]

Proposition 1.11

Seien g: C — A und h: C — B surjektive Morphismen.

C
/ \
~g=~h A=B A B

Beweis:
Angenommen ~g=-~.

C
/lh\
~gCrn =22 554 5B goi=h N ; N
gD~ =222 35BS AL hoj=g

Behauptung:ioj=idg und joi=1ida
Beweis der Behauptung: Sei q € Qa. Wahle p € Q¢ mit g(p) = g; dies ist erlaubt, da g surjektiv ist.

~  jlilq) =j(ilg(p)) =j(h(p)) =g(p) =q=joi=ida.

ioj =idp verlauft analog!
~» 1 ist Isomorphismus mit i~ =3j. O

Korrolar 1.11.1
Sei h: A — B surjektiver Morphismus von DAs. Dann gilt B = A/~,..

Beweis:

Wende Proposition auf die rechts dargestellten Morphismen an. N X

Beide Morphismen haben den Kern ~y,.
Al B

1.3 Kanonische Automaten

Fur jede regulare Sprache L C I* gibt es unendlich viele DAen, die L akzeptieren. Drei davon sind
durch universelle Eigenschaften charakterisiert:

e der Initialautomat Init(L)
* der Finalautomat Fin(L)
* der Minimalautomat Min(L)

Definition 1.10 (Initialautomat)

Sei L C L* eine beliebige Sprache. Der Initialautomat Init(L) ist der deterministische Automat
mit
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Alphabet
e Uberginge w.a =wa firw e Z* a e X
* Initialzustand € und

* Finalzustandsmenge L.

Satz 1.12
Sei L C Z* eine beliebige Sprache, so gelten die folgenden Aussagen:

@ Init(L) akzeptiert L

@ Fiir jeden deterministischen Automaten A mit L(A) =L gibt es genau einen Morphismus
von Init(L) nach A, namlich

ip - Init(L) — A, ia(w) = qo,A-W.

Beweis: siehe Ubungsblatt 2 Aufgabe 1. O

Definition 1.11 (Finalautomat)

Sei L C X* eine beliebige Sprache. Der Finalautomat Fin(L) ist der deterministische Automat
mit

® (Menge aller Sprachen iiber Z)

* Alphabet X

¢ Uberginge K S a'KmitKeP(Z*), aeZund a 'K = {v er” ‘ av € K} (Linksableitung von
K beztiglich (1)

e Initialzustand L und

e Finalzustande sind alle K € P(Z*) mit ¢ € K.

Satz 1.13
Sei L C X* eine beliebige Sprache, so gelten die folgenden Aussagen:

@ Fin(L) akzeptiert L

@ Fiir jeden deterministischen Automaten A mit L(A) = L gibt es genau einen Morphismus
von A nach Fin(L), ndmlich

fa : A —Fin(L), fa(q) = {w exrr

q.wEFA}.

Insbesondere ist fa(qoa) = L(A).

Beweis: siehe Ubungsblatt 2 Aufgabe 2. O
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1.4 Minimierung von Automaten

Definition 1.12
Ein DEA A ist minimal, wenn es keinen DEA B gibt mit

L(B)=L(A) wund [Qsl<|Qal.

Wir wollen zeigen:

* Fur jede reguldre Sprache L C L* gibt es einen — bis auf Isomorphie — eindeutigen
Minimalautomaten Min(L), der L akzeptiert.

* Min(L) lasst sich aus jedem deterministischen Automaten A fiir L effektiv konstruieren.

Idee: Entferne zuerst die nicht erreichbaren Zustande und verschmelze anschlielend
verhaltensdquivalente Zustande.

Definition 1.13

Sei A ein deterministischer Automat. Dann heif3t ein Zustand q € QA erreichbar, wenn es ein
w € L* gibt mit goA.Ww = q.

Der Automat A heifit erreichbar, wenn alle Zustande von A erreichbar sind. Dies ist dquivalent
zur Forderung, dass der kanonische Initialmorphismus i surjektiv ist.

Wir schreiben reach(A) fiir den erreichbaren Teil von A, der durch Entfernen aller nicht
erreichbaren Zustande aus A entsteht.

Definition 1.14

Sei A ein deterministischer Automat. Dann heifen zwei Zustinde q,q" € Qa
verhaltensiquivalent (q~A q’), wenn

Vwel . qweFae q weFy

A ist einfach, wenn fir alle q,q’ € Qa gilt, dass g ~A 9’ = q = q’. Dies ist 4quivalent zu der
Forderung, dass der kanonische Finalmorphismus fa injektiv ist.

Beachte
~A ist der Kern von fp und damit eine Kongruenz auf A. Also konnen wir den

Quotientenautomaten A/~ bilden. Seine Zustiande sind genau die Kongruenzklassen [q]NA =

{q9’eA|q~aq’}.

Satz 1.14

Sei A ein erreichbarer deterministischer Automat, so gilt:

@ A/~ ist erreichbar und einfach.

@ Falls L(A) regular ist (insbesondere also wenn A ein deterministischer endlicher Automat
ist), ist A/~ minimal ist.

Beweis:
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ad

ad

(1)

Wir zeigen, dass A/~ erreichbar und einfach ist. Uberpriifen wir zuerst die

Erreichbarkeit des Quotientenautomatens:
Aufgrund der Initialitat von Init(L(A)) ist

i(A/NA) =h., oia. Weil A zudem noch erreichbar Init(L(A))
ist, ist ia surjektiv. Die Surjektivitat von i(a,_ ) 2y
und damit die Erreichbarkeit von A/~ folgt aus / A/
der Surjektivitit von h., : A — A/~x, g+ [ql-, A n-a > A/

und aus der Tatsache, dass die Verkettung zweier i A

surjektiver Abbildungen wieder surjektiv ist.
Nun miussen wir noch die Einfachheit des Quotientenautomatens nachweisen. Nach

Definition von A/~ gilt

7

[ql-,.a=I[q.a]l., fiurqeQa,acl,

oder allgemeiner
[ql., - w=I[qw]., firqeQa,wel".

Sei [q]., und [q']., verhaltensidquivalente Zustinde in A/~,. Wir miissen nun
noch zeigen, dass die Kongruenzklassen tibereinstimmen, dass also [q]., = [q]-,
beziehungsweise q ~a q’ gilt. Wir stellen fest, dass fur alle w € L* gilt, dass

q.w € Fa [q.w]., finalin A/-5
[q]-,-w final in A/~
[q']-,-w final in A/~

[q'.w]NA final in A/~

S I

q/.W €Fa
Damit folgt unmittelbar, dass g ~a q’.

Sei B ein DEA mit L(B) = L(A). Zu zeigen ist nun, dass |Qg| > ‘QA#A gilt. (E durfen

wir annehmen, dass B erreichbar ist, sonst ersetze B durch reach(B). Wir zeigen die
folgende Behauptung:

Behauptung: Es gibt einen surjektiven Morphismus h: B — A/~ 4.

Beweis der Behauptung:

Nach dem Homomorphiesatz (Satz[1.9) geniigt es zu . Init(L(A)) 7,
zeigen / “0)
h
Vuwe It ig(u) =ig(w) = ia, (W) =1ia/, (W). B oot » Afa
Sei also ig(u) = ig(w). Dann folgt k‘ (S Gy
Fin(L(A))

fB OiB(LL) = fB Oig(u).
Wegen der Initialitat von Init(L(A)) ist fg oig = fas, ola/,. Also gilt

fas, ota, (W) ="Fa/  oia, (W).

Weil A/~ einfach nach Aussage @ ist, ist fa,_, injektiv. Deswegen gilt

iA/”A (LL) = iA/“A (W) .

Der Homomorphiesatz (Satz E liefert nunein h : B — A/~y mitia,, =hoig. Weil
iA/~A surjektiv ist, was aus der Erreichbarkeit des Quotientenautomatens folgt, ist h
surjektiv. O
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Korrolar 1.14.1

Fur jeden deterministischen endlichen Automaten A gilt:

A minimal < A erreichbar und einfach

Beweis:

»=" Sei A minimal, dann ist A erreichbar, da sonst reach(A) ein kleinerer DEA fur L(A)
ware, und einfach, da sonst A/~ ein kleinerer DEA fur L(A) ware.

»<=“ Sei A erreichbar und einfach, so folgt aus ersterem, dass A/~ minimal ist, und aus
letzterem, dass A isomorph zu seinem Quotientenautomaten ist (A = A/~,). Nimmt
man beide Aussagen und kombiniert diese, so erhalt man, dass A minimal ist.

]

Korrolar 1.14.2

Flr jede beliebige regulare Sprache L C X* gibt es bis auf [somorphie genau einen minimalen
DEA, der L akzeptiert.

Beweis: Seien A und B minimale DEAs, welche beide die Sprache L akzeptieren (L(A) =L(B) =L).
Init(L)
% :A=B: / &
Weil A und B minimal — also erreichbar und einfach — sind, A B
sind ip und ig sur- und fA und fg injektiv.
Nach Proposition genugt es zu zeigen, dass ~, =~i;. fA 0
Fur alle vyw € L* gilt nun, dass Fin(L)
Vi, WS ia(v) =ia(w) (Def. von ~i, )
& faoip(v) =faoin(w) (fa ist injektiv)
& fgoig(v) =fgoig(w) (Initialitat von Init(L))
& ig(v) =1ig(w) (fg ist inijektiv)
SV~ W (Def. von ~i, )
Daraus folgt direkt, dass ~;, =~i;. O]

Notation

Schreibe Min(L) fir den minimalen DEA der reguldaren Sprache L.

Eine regulare Sprache hat im Allgemeinen keinen eindeutigen minimalen NEA!
Die Sprache a™ hat beispielsweise prer minimale NEAs:

a

b b a
II 111
a a
start @ start @

Dieser Umstand macht die Minimierung von NEAs NP C PSPACE-vollstandig! Insbesondere
also NP-schwer.
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Korrolar 1.14.3

Sei L C L* regular. Fiir jeden erreichbaren DEA A mit L(A) = L gibt es genau einen Morphismus
von A nach Min(L).

Beweis:

Die Existenz eines solchen Morphismus folgt durch Angabe Init(L)

der kanonischen Surjektion h. : A - A/~y = Min(L),q — i %ﬂ
[q)- 5
A h-

Die Eindeutigkeit folgt direkt aus der iy, ) = h-oia und » Min(L)
der Surjektivitat von ia.

O

Definition 1.15 (Nerode-Aquivalenz)

Sei L C L* eine Sprache. Die Nerode-Aquivalenz von L ist die Aquivalenzrelation ~ C £* x L*
mit
v~ w & (Vxel.vwxelswxel)

~r ist die Verhaltensaquivalenz des Initialautomaten Init(L) = (X*, X, —,¢,L), wobei w 5 wx.

Also konnen wir den Quotientenautomaten nit(L)/~; bilden, mit Zustandsmenge "/~ =
{wl., : wez*}.

Korrolar D1.15 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C I* ist genau dann regular, wenn "/~ endlich ist.

Beweis:

»=“ Lregular SatzIL1 Init(L)/~; ist minimaler DEA fiir L mit Zustandsmenge "/~ = "/~
ist also insbesondere endlich!

,<=“ '/~ ist endlich = Init(L)/~; ist ein DEA fiir L, woraus die Regularitat von L folgt.

Beispiel 1.6: L = {a"b™ | n >0} ist nicht regulir.

Zeige, dass ~ oo viele Aquivalenzklassen.

Fur 1 #j folgt, dass al =1 d, denn a'b' € L, aber aJb' ¢ L. Damit folgt direkt, dass es unendlich
viele Aquivalenzklassen gibt, da die Aquivalenzklassen [al]., fiir alle i € Ny paarweise verschieden
sind. XK

Wir zeigen hier, dass das Pumpinglemma, welches vielleicht aus Grundlagenveranstaltungen
bekannt ist, zu keinen schoneren und keinenfalls leichteren Beweisen fuhrt. Dies geschieht
mit Beispiel 1.7: Dazu wollen wir zeigen, dass die Sprache

L={a'V |i#j}

nicht regular ist.
Fir das Pumpinglemma zeigen wir nun, dass wir fiir jede beliebige Pumpingkonstante n
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ein Wort z finden konnen, so dass das Wort zwar in drei Teile uvw mit juv| <nund [v| > 1
aufteilen konnen, aber das ,,gepumpte” Wort wviw fir ein i nicht mehr in der Sprache liegt:
Angenommen die Sprache L sei nun regular, so sei mit n die Pumpingkonstante der Sprache
L gegeben. Wir wihlen dann das Wort z = a™b™™ mit |z| > n, womit wir eine Aufteilung
finden konnen mit z = uvw, wobei gilt, dass [uv| < n, |v| > 1 und fur alle i € Ny gilt, dass
wiw e L.

Da [uv| < n gilt, kénnen wir u und v schreiben als u = a', v = a® und damit w = q™ *sp™+™
mit 1 <s < n,dav| > 1. Also wissen wir fiir alle i € Ny, dass uviw = ataSa™ t—spntn =
atsi=Dpntn! ¢ [ Nehme nun den Index iy = %' + 1. Wir wissen, dass iy auf jeden Fall
natiirlich sein muss, da 1 < s <n ein Teiler von n! ist. Also gilt per Pumpinglemma, dass

n+s((%!+1)fl)bn+n! — gtpntn! €L,

w'ow =a

was direkt zu einem Widerspruch fihrt.

Minimierungsalgorithmen
Wir betrachten das Berechnungsproblem der DEA-Minimierung. Wir erhalten als Eingabe einen
zu minimierenden DEA A und wollen den Minimalautomaten Min(L(A)) ausgeben.

Algorithmus 1.1 (Standardverfahren)
Eingabe: DEA A

Schritt 1 Entferne nicht erreichbare Zustande von A. In anderen Worten: Ersetze A durch
reach(A).

Schritt 2 Berechne ~p

Schritt 3 RETURN A/~,

Meistens implementiert man |Schritt 1| durch eine Breitensuche und [Schritt 2| durch das

sogenannte partition refinement, sprich die Tabelle, in der man die gefundene Partition immer
weiter verfeinert (bekannt aus Grundlagenveranstaltung ThProg).

Wir wollen uns jetzt einen alternativen Algorithmus anschauen, welcher nur auf zwei Operationen
auf NEAen basiert. Dazu definieren wir:

Definition 1.16

Sei B ein NEA mit B=(Q,Z,—,I,F).

Sei dann definiert:

@ rdet(B) =reach(Bget) als der erreichbare Teil des Potenzmengenautomaten von B und

@ rev(B) als der Spiegelautomat von B, welcher durch das Umdrehen aller Ubergénge und

dem Vertauschen der Initial- und Finalzustande entsteh&. Also a
rev(B) = (Q,Z, —%rev, b 1) mit Vq,q' €Q.VacZ.q e q in rev(B) := q' = qin B.

Beachte

Akzeptiert ein NEA B die Sprache L, so akzeptiert rev(B) die Sprache rev(L) = {(11 S

| an...a; € L}.
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Algorithmus 1.2 (Algorithmus von Brzozowski)
Eingabe: DEA A

Schritt 1 RETURN rdet(rev(rdet(rev(A))))

Beachte

akz.
rev(rev(L))=L

A

akz.
rev(L)
/_A_\
rdet( rev( rdet( rev( <A/ ) )

akz.
L

'
akz.

Beweis: Die Korrektheit basiert auf zwei Konzepten:

Definition 1.17
Sei B=(Q,X,—,I,F) ein NEA.

@ B ist co-erreichbar, wenn

VgeQ.3qreFIwel*. g5 qr.
Mit anderen Worten genau dann, wenn rev(B) erreichbar ist.

@ B ist co-deterministisch, wenn

(a) B hat genau einen Finalzustand qr
(b) Fiir alle q € Q und a € I gibt es genau ein p € Q mit p = q.

Mit anderen Worten genau dann, wenn rev(B) deterministisch ist.

Beachte

Fir jeden DEA A ist B = rev(rdet(rev(A))) co-erreichbar und co-deterministisch, denn

rdet(rev(A)) ist erreichbar und determinstisch.

Damit folgt die Korrektheit des Algorithmus direkt aus

Lemma 1.15

Sei B ein co-erreichbarer und co-deterministischer NEA, so ist rdet(B) minimal.

Beweis: Wir zeigen, dass rdet(B) erreichbar und einfach ist. Die Erreichbarkeit folgt direkt aus der
Definition von rdet, wir mussen damit nur noch die Einfachheit zeigen.

Sei nun also B = (Q,%Z,—,[,F = {qp}) und S, T € P(Q) zwei beliebige verhaltensdquivalente
Zustande von rdet(B). Um die Einfachheit zu inferrieren, miissen wir S = T zeigen, (E reicht
aufgrund der hier vorliegenden Symmetrie allerdings S C T aus.

Sei nun q € S. Weil B co-erreichbar ist, gibt es ein w € Z* mit q — q. Dies impliziert q € S.w. [



24 1.5. ALGORITHMISCHES LERNEN REGULARER SPRACHEN

Aus dem Lemma und der Bemerkung oben folgt unmittelbar die Korrektheit des Verfahrens. [

Der Algorithmus von Brzozowski (Algorithmus bleibt auch dann korrekt, wenn A ein
NFA ist.

1.5 Algorithmisches Lernen regularer Sprachen

Wir betrachten folgendes Szenario:

* Der Lehrer denkt sich eine regulare Sprache L C X* aus, wobei X bekannt ist.

* Der Schiiler (S) mochte L lernen, indem er einen DEA fiir L findet. Dazu kann S zwei Arten
von Fragen an den Lehrer stellen:

I Gegeben sei das Wort w € ¥, ist w € L.?

II Gegeben sei ein DEA A, ist L(A) = L? Falls ja, hat S die Sprache L erfolgreich gelernt,
falls nein, gibt der Lehrer ein Gegenbeispiel, also ein Wort w € L(A) & I_Elzurﬁck.

Brute-Force — Die einfachste Lernstrategie fiir S

S zahlt alle DEAs A in aufsteigender Grofle auf und fragt jeweils, ob L(A) = L ist.
Falls n = [Min(L)| ist, benotigt S im schlimmsten Fall QO (n") Fragen, bis ein korrekter DEA
gefunden ist, da n" ungefdhr der Anzahl DEAs mit n Zustanden entspricht.

Keine intelligente Strategie. Sie mag zwar in endlicher Zeit vorbei sein, ist allerdings
suboptimal gegentiber der anderen Strategie, welche wir jetzt kennenlernen werden.

Intelligente Fragestrategie

Wir suchen nun eine intelligentere Strategie, welche nur mit polynomiell vielen Fragen beziiglich
n auskommt. Dazu soll S zu jedem Zeitpunkt ein Paar (Q, T) betrachten, wobei Q, T C X* endliche
Mengen von Wortern sind.

Idee: Q ist die Zustandsmenge eines DEAs, welcher Min(L) von unten approximiert. Die Worter
aus Q sind paarweise nicht Nerode-dquivalent und die Worter aus T bilden Zeugen fiir ebendiese
Nichtiquivalenz. Am Anfang starten wir mit (Q,T) = ({e}, {e}).

Definition 1.18 (T-Aquivalenz)

Fur T C £* definieren wir die folgende Aquivalenzrelation auf £*:

v=xws (VxeT.wweleswxel)

TA@®B:=(A\B)U(B\A)
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(1) Fir T € I* ist =p=~{.

(2) Fiar T C £* ist ~ C=r.

@ Falls T endlich ist, kann S mit maximal 2[T| Fragen vom Typ [I[|entscheiden, obv =1 w
ist.

Definition 1.19
Sei Q, T C X*. Das Paar (Q,T) ist...

korrekt, wenn fur alle q,q" € Q gilt, dassq =1 q' = q=q".

. vollstandig, wenn fir ale g € Q, a € X ein q' € Q existiert mit qa =t q’. (a ist bis auf
T-Aquivalenz abgeschlossen unter Transition)

Jedes korrekte und vollstandige Paar (Q, T) induziert einen DEA H (,,Hypothese“) mit

* Alphabet X

 Uberginge q = q’, wobei q’ der eindeutige Zustand mit qa =1 q’ ist. (Wegen der Vollstindigkeit

existiert dieses q’, wegen der Korrektheit von (Q, T) ist dieses eindeutig)
* Initialzustand € und

* Finalzustande Q NL.

S kann H mit O (IQ\2 e !Z!) Fragen vom Typkonstruieren.

L_emma 1.16
Wenn (Q, T) korrekt ist, gilt |Q[ < [Min(L)|.

Beweis:

Ql < [F/=] ((Q,T) ist korrekt)
& [T/~ [ =[Min(L)| (~C=1).

Lemma1.17

Sei (Q,T) korrekt, aber nicht vollstindig. Dann existiert ein q € £*\Q, so dass (QU {q},T)
korrekt ist.
Solch ein g kann S mit O (IQI2 Ik |Z|> Fragen vom Typﬁnden.

Beweis: Sei (Q,T) nicht vollstindig. Dann gibt es p € Q und a € X mit pa #7 p’ fur alle p’ € Q.
Dann ist (QU {qa},T) korrekt. Das Finden von p und a erfordert — Giber das Iterieren der Tripel

(pya,p’) - O (yQF T m) Fragen. O

Lemma 1.18
Sei (Q,T) korrekt und vollstandig. Sei H der Hypothesen-DEA und w € Z* ein Gegenbeispiel
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(we L(H)®L). Dann gibtes ¢ € £*\Q und t € £*, so dass (QU{q},TU {t}) korrekt ist. So ein
q und t kann S mit O (log|w|) Fragen finden.

Beweis: Seiw = ay...an. Betrachte Lauf von H mit Eingabe w.
a az Am—1 Am
€=qo—q] — ... —— qm—1 — qm.
Wir nennen nun den Zustand q; korrekt, wenn

didi+1...an € Lewe Ll

Beachte

qo ist korrekt, da qpa;...am =w.

qm ist nicht korrekt. Dies folgt der Tatsache, dass w ein Gegenbeispiel ist. Andernfalls ware
qm € L & w € L. Daraus folgt

welLH) < ¢gufinalin H
& gqmel (Definition H)
& wel.

Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme zuw € L(H) & L.
Es gibt also i € {1,...,m}, fiir das qi_; korrekt und ¢; nicht korrekt ist. So ein i kann der
Schiiler mit O (log|w|) Fragen finden (BiNARE SUCHE!)

Definiere dann Q":= QU {qi_ja;} und T"=TU{ai11...am} und zeige, dass (Q’,T’) korrekt und

qi1a; € Q:
Nach Definition vopn H ist q; der einzige Zustand aus Q mit q; =7 qi_1a;. Wir zeigen, dass
q #71/ qi—1q; fur alle g € Q:

* Fur q # qi ist g #7 gi_1 a4, insbesondere also auch q #y/ q;_1q4

* Fur q =qjist

1 korrek . nicht korrek
(qi_1ai) Aiy1...0m € L<q1:orret>we L% i Q41 .am ¢l
T/ T/
Daraus folgt qi_1a; #1/ qi =q.
Also gilt g;_1a; ¢ Q und (Q’,T') ist korrekt. O

Algorithmus 1.3 (Algorithmus von Angluin)
Eingabe: DEA A

Schritt 1 (Q,T) = ({e},{¢})

Schritt 2 Vergrofiere Q durch wiederholte Anwendung von Lemma bis (Q, T) vollstandig
ist.

Schritt 3 Konstruiere den DEA H fur (Q,T) und frage, ob L(H) = L.

Schritt 3.1 Falls ja: RETURN H
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Schritt 3.2 Falls nein: Vergrofiere (Q, T) mit Lemmam
Schritt 4 Goto[Schritt 2|

Beweis:

Terminierung Nach Lemma gilt immer |Q| < [Min(L)|. Weil Q mit jeder Anwendung von
Lemmal|l.17}|1.18/wachst, muss der Algorithmus terminieren.

Korrektheit Wenn der Algorithmus terminiert, so ist notwendigerweise L(H) = L.

Komplexitat Sei n := |Min(L)| und m die Lange des ldngsten Gegenbeispiels. Uns ist bekannt,
dass zu jedem Zeitpunkt die Ungleichungskette

T <1QI < Min(L)]

gilt. Daher werden die Lemmatas|1.17|und|1.18 hochstens n-mal angewandt. Es
ergeben sich folgende Komplexitaten:

Anwendung von Lemmal|l.17 ( 2.0 m) Fragen
Anwendung von Lemma|l.18 O (logm) Fragen
Konstruktion von H O (n?-]Z]- m) Fragen
Insgesamt O (n3-]Z]- m+nlogm) Fragen

]

Falls der Lehrer nun immer das kiirzeste Gegenbeispiel liefert gilt standig m < n. Es ergibt
sich somit eine Fragenkomlexitdt von O (n4 . IZI).
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KarPiTEL

REGULARE SPRACHEN UND LOGIK

Wir wollen nun die Worter einer regularen Sprache durch logische Formeln beschreiben. Wir
erinnern dazu an Beispiel 2.1: Die Worter der Sprache a*b* sind durch die Eigenschaft ,es steht
kein b links von einem a“ charakterisiert. Als Formel in monadischer Logik 2. Stufe (MSO):

= 3% u. [x<y A Py(x) A ]
3% Y- I <y A Pylx)

«

Positionen Pos.xist  AnPos.x
in einem Wort linksvony stehteinb 3

Wir wollen zeigen, dass die regulédre Sprachen genau die durch MSO-Formeln beschreibbare
Sprachen sind.

2.1 Grundlegendes

Definition 2.1 (MSO-Syntax)

Fixiere zwei abzdhlbar unendliche Mengen

e V= {x,y,z, .. } (Variablen erster Stufe, Kleinbuchstaben) und
e V)= {X,Y,Z, e } (Variablen zweiter Stufe, Grofbuchstaben)

Dabei sollen Variablen erster Stufe Positionen in einem Wort und die Variablen zweiter Stufe
Mengen von Positionen in einem Wort.
Die Menge der MSO-Formeln ist induktiv definiert.

* Es gibt eine Reihe an atomaren Formeln:

x <y Po(x) (fir a € X)
e ¥
Pos. x steht An Pos. x
links von y stehtein a
¢ Sind ¢ und P MSO-Formeln, dann auch
) oV dx. @ dX. .

Aus diesen Formeln lassen sich dann weitere ableiten:

oAb = —(p V)
=Y = —eVY

e = (e=2P)IANMW = @)
Vx.@ = —dx.—@

VX.e = —3dX —o
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Definition 2.2 (Variableninterpretation)

Seiw =ay...a, € L*. Eine Variableninterpretation I ist ein Paar von Funktionen

[= (I] ZV] — {1,...,TL} y I : Vz—)D({],...,TL}))
Definition 2.3 (MSO-Semantik)

Sei w = aj...an € X* und I eine Variableninterpretation. Dann ist die Relation w,I F ¢
induktiv wie folgt definiert:

* w,IFx <y genau dann, wenn I;(x) < I (y).

* w,[E Py(x) genau dann, wenn a; = a fur i = I1(x).

* w,[E X(x) genau dann, wenn [;(x) € [(X).

* w,IF —@ genau dann, wenn w, 1 ¥ ¢.

* w,IF ¢ V1 genau dann, wenn w,I F ¢ oder w,I .

* w,IF 3 x. ¢ genau dann, wenn es eini € {1,...,n} gibt mit w,I[/x] F ¢.
* w,IF 3 X. ¢ genau dann, wenn es ein S C {1,.. . ,n} gibt mit w,I[S/x] F .

Dabei ist I[i/x] die Interpretation, die x auf i abbildet, und alle anderen Variablen wie I
interpretiert. Analog definiert man I[S/x].
Man sagt dann, wenn die Relation erfiillt ist, dass w ¢ beztiglich I erfullt.

Definition 2.4 (Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit)
Eine MSO-Formel ¢ ist ...

erfilllbar genau dann, wenn ein w € £* und eine Variableninterpretation I existiert mit
w, [ F o.

allgemeingiiltig genau dann, wenn fiir alle w € Z* und fiir alle Variableninterpretation
I existiert mit w, I F .

Definition 2.5 (Aquivalenz)

Zwei MSO-Formeln ¢, sind dquivalent (wir schreiben dann ¢ =), wenn gilt

VweXl* VI (w,IE @)+~ (w,IEY).

Definition 2.6 (Freie Variablen und geschlossene Formeln)

Eine Variable v € V; U V5 heifdt frei in @, wenn sie aufserhalb eines Quantors Vv oder v in ¢
vorkommt.

Eine Formel ¢ ist geschlossen, wenn sie keine freien Variablen hat. In diesem Fall ist der
Wahrheitswert unabhdngig von der Interpretation I. Wir schreiben dann auch

wE @ statt w,IF @,

wobei I beliebig ist.

Beispiel 2.2: Die Variable x ist frei in x <y AVx. Pq(x), X ist frei in Vx. X(x). o
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Definition 2.7 (Sprache einer Formel)

Fur eine geschlossene MSO-Formel ¢ sei

L((p):{we}:*

wi=(p}

die von ¢ definierte Sprache.

2.2 Aquivalenz zwischen reguliren Sprachen und
MSO-Formeln

Wir wollen nun zeigen, dass reguldre Sprachen den MSO-definierbaren Sprachen entsprechen.
Dazu definieren wir die folgenden Hilfsformeln:

(1) x<y = ~(y<x)

(2) x=Y = x<yAy<x

(3) first(x) = Vy.x<y

(4) last(x) = Vy.y<x

(5) suc(x,y) = x<yA—Jz.(x<zAz<y)

Beispiel 2.3: Sei hier £ = {a,b}. Wir wollen nun Sprachen durch MSO-Formeln darstellen:

@ (a+b)*ab(a+b)*
@1 =3 x. 3y. (suc(x,y) APq(x) APy(y))

@ (a+Db)*

@ =Vx.x=xX.

3 o

@3 =V x. Pq(x).

@ (aa)*

@4 =3X. (Vx. (first(x) = X(x)) AV y. (last(y) — —=X(y)) AV u,v. (suc(u,v) = (X(u) + —X(v)))).

Wir werden spéter sehen, dass (aa)* nicht durch eine Formel erster Stufe definierbar ist. XK

Von reguldren Sprachen zu MSO-Formeln

Proposition 2.1

Fiir jede reguldre Sprache L C Z* gibt es eine MSO-Formel ¢ mit L =L(¢).

Beweis: Sei A = (Q,%X,—,,F) ein NEA mit L(A) = L. Wir suchen nun eine Formel ¢, so dass fur
alle w € ¥ gilt
W E @ <> A hat akzeptierenden Lauf fir w.

Sei Q ={qo,...,qm} und w = qa;...an. Betrachte einen Lauf von A fiir w:

aq az a oy . .
djy — qj; — ... —> gj, mitjo,...,jn € {0,...,m}.

Fir j =0,...,m definiere

Xpi={ie {1,...,n} : ji =i}
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als die Menge aller Positionen von w, bei denen der Lauf den Zustand ¢; annimmt.

Wir betrachten dazu Beispiel 2.4: Fiir den Lauf qo — q> LA q1 = q2 = qo ergeben sich die Mengen
Xo = {4} X = {2} X, = {1,3).
X

Beachte

Ist q;, bekannt, lasst sich der Lauf aus Xy, ..., X rekonstruieren.

Die Mengen Xo,..., Xy haben folgende Eigenschaften:

1 Ux={1,...,n}
j=0

X]-bilden eine Partition
(2) XjﬂXk:Q)fiirj #k

(3) i€ Xjund (i+1) € Xy, dann gilt g; — gy in A.
(4) 1€ X, sofolgt, dass es q € I mit 4, gj in A gibt.
(5) Der Lauf ist akzeptierend, wenn n € X; = q; € F.
Umgekehrt gilt: Sind Xo,...,Xm C {1,...,n} beliebige Mengen mit den Eigenschaften —

kann man einen akzeptierenden Lauf fiir w konstruieren. Dann wegen und gibt es fur jedes
(4)

i€ {1,...,n} genau ein j; € {0,...,m} mit i € Xj,. Wegen Eigenschaft |(4) gilt dann g RN q;, fur

q €1,denn 1 € Xj,. Wegen Eigenschaft gibt es dann Uberginge
q;, 2) N a—“) dj,.

und wegen Eigenschaft|(5)ist qj,, final, dan € X;,,.

.. aq az an . . . .
Damit ist ¢ — ¢j, — ... — (j,, ein akzeptierender Lauf fur w. Zusammengefasst gilt nun
also die Aquivalenz, dass A einen akzeptierenden Lauf fir w hat genau dann, wenn es Mengen

X0y.eey Xin C {1,...,n} mit den Eigenschaften—gibt.

Diese Eigenschaften lassen sich aber auch als MSO-Formel ausdriicken, wir erhalten als Formel

®=3Xoy-- s, Xm- @1 Q2N Q3N Qs /\ @5 mit

1 = Vx (\/Xi(X))
=0

©; = /\ﬁﬂx. (Xj(x)/\Xk(x))
j#k

03 = AVxy. [ (sucx,y ) AX;)AX(x) = \/ Paly)
bk a4~k

04 = /\Vx. (ﬁrst(x)/\Xj(x))—> \/ Pa(x)
j
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©; = \/ I x. (last(x)/\Xj(X))
je{0,om}
quF
Nach Konstruktion gilt somit L(¢) =L(A) =L. O

Von MSO-Formeln zu reguldren Sprachen

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede MSO-Formel ¢ L(¢@) reguldr ist. Wir stossen relativ schnell
auf eine technische Hiirde; wollen wir namlich per Induktion argumentieren, werden wir schnell
feststellen, dass wir auch Formeln ¢ mit freien Variablen eine Sprache zuordnen mussen. Wir
losen dies Uber eine Kodierung der Interpretation von freien Variablen von ¢ in das Alphabet
hinein. Betrachte dazu Beispiel 2.5: Sei ¢ eine Formel mit den freien Variablen x,y,z der ersten
Stufe und X der zweiten Stufe. Sei w = aabab. Betrachte dann die Interpretation I;(x) = 2,11 (y) =
Ii(z) =4,1(x) = {1,2,5}. Wir konnen dies auch tabellarisch darstellen:

a

Do i =
|
<
N
|

X
Kodiert als Wort tiber dem Alphabet

{a, b} xP({xy,z}) x P({X})

ergibt sich
w=(a,0,{X}) (a, {x},{X}) (,,0) (a, {y,2},0) (b,, {X}).
RS

Wir definieren damit allgemein:

Definition 2.8

Seien W7 C Vi und W, C V; endliche Mengen von Variablen erster beziehungsweise zweiter
Stufe. Dann ist ein (W, W;)-Wort ein Wort uiber dem Alphabet & x P (W;) x P(W,), also von
der Form (a;,S1,T7)...(an,Sn, T) mit S; C W;, T; €W, und

n
Wi=[JSi und S$;NS;=0firi#j.
i=1

Mit anderen Worten kommt jede Variable aus W7 genau in einem S; vor.

Beachte

i Es gibt einen DEA Ay, w,, der die Sprache aller (W7, W;)-Worter akzeptiert. v

Sei w = aj...an € Z* und I = (;:Vi—={1,...,n} , L:V,=P({],...,n})) eine
Interpretation von W7, W,. Definiere dann das W7, W,-Wort

Wi = (ahShT])--- (a‘ms‘an)

Si={xeW; | Ix)=1i}und i={XeW,|icL(X)}.
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Definition 2.9

Sei @ eine MSO-Formel mit free;(¢@) C Wj und free;(¢) C W,, wobei freei(¢) die Menge der
freien Variablen i-ter Stufe in ¢ ist. Die von ¢ definierte Sprache ist dann

Lw, w, (@) = {WI ‘ w € L, List Interpretation von Wi, W, und w, I E (p}.

Bemerkung

Falls ¢ eine geschlossene Formel ist, kann man W; =W, = () wahlen. Dann ist

(ZxPO) x P@)* 2 Lyg(e) =L(p) C X"

Dazu identifiziere (a,(,?) mit a.

Proposition 2.2

Fir jede geschlossene MSO-Formel ¢ ist L(¢) regular.

Beweis: Wir zeigen nun allgemeiner: Fur alle endliche Mengen W; C V;, W, C V; und alle MSO-
Formeln ¢ mit freei(@) C Wj und free;(¢) € W, ist die Sprache Ly, w, (@) reguldr. Konkret
wollen wir zeigen, dass es einen NEA A, fur diese Sprache gibt. Wir zeigen per struktureller
Induktion:

(= Loy dy ) ﬁ\ (= osYyee)s ) Q
start qo q1 - 92

Die Parallelschaltung stellt sicher, dass nur (W7, W,)-Worter akzeptiert werden.

(= {ooyxydy oo X000 ) Q
start do - d1

Lw, w, () liegen. Damit erhalte den NEA A—, wie folgt:
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P=¢1Vey
e=3xY
e=3X. VP

Schritt 1 Determinisiere Ay
Schritt 2 Vertausche Final- und Nichtfinalzustiande
Schritt 3 Schalte Aw, w, parallel

Uns ist bekannt, dass in Ly, w, (¢) die Vereinigung der Sprachen Ly, w, (¢1) und
Lw, ,w, (@2) ist. Damit erhalte einen NEA fiir ¢ durch Vereinigung der NEAs A,
und A,.

Es gilt free; () C freej(p) U {x} c W u {x} und free; (V) C freea(@) C Ws.
Wir sehen nun, dass ein (W7, W;)-Wort (ay,S1,Ty)...(an,Sn, Tn) genau dann in
Lw, w, (@) liegt, wenn es ein i € {1 Yoo ,n} gibt, so dass das (W U {x},Wz)-Wort
((l.],S] >T1 ) X (ai) Si U {X})Ti) oo (an) STUTTI) in LW] U{x},W; (11)) hegt ‘
Mit anderen Worten entsteht Ly, w, (@) aus Lw1u {x},Wz (), indem man jedes
Symbol

(a,S,T) € Zx P (WU {x}) x P(W,)
durch (a,S\{x},T) € X x P(Wj) x P(W,) ersetzt.
Erhalte den NEA A3y y aus Ay, indem man jeden Ubergang p LN qin Ay,

S\ T
durch p [T g ersetzt.

Mit den Propositionen [2.TJund [2.2]haben wir folgenden Satz gezeigt:
Satz 2.3 (Satz von Biichi, Elgot, Trakhtenbrot)

Korrolar 2.3.1

Beweis:

Eine Sprache L C £* ist genau dann reguldr, wenn es eine MSO-Formel ¢ mit L =L(¢) gibt.

Das Erfiillbarkeitsproblem fiir MSQO[l]ist entscheidbar.

Algorithmus 2.1

Schritt 1 Konstruiere A, mit L(Ay,) =L(¢@).

Schritt 2 Priife, ob L(Ay) # ), das heifit, ob ein Finalzustand von A, erreichbar ist.

Die Korrektheit ist offensichtlich, damit folgt unmittelbar die Entscheidbarkeit des
Erfullbarkeitsproblems. ]

Einschub - Existenzielle Logik zweiter Stufe

Allgemeine Logik zweiter Stufe (SO) hat Variablen zweiter Stufe

V' ={R,S,T,...}  (m>=1),

die m-stellige Pradiakte R C {1,... ,n}m reprasentieren. Bei der MSO gilt m = 1. Damit lassen sich
aber auch nicht-reguldre Sprachen beschreiben, wir betrachten dazu Beispiel 2.6:

L={we{ab}" | ml, =, }
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Da die Anzahl an a und b identisch ist, konnen wir eine bijektive Paarung zwischen as und bs
erstellen. Wahle also eine Variable R C Vz2 und baue eine SO-Formel fur L:

@ =3R. | Vx.Vy. (R(x,y) = Pa(x) APy(y)) AV x. A y. R(x,y) AV y. 3! x. R(x,y)

VT R
definiert Relation garantiert Bijektivitat

3K

Wir wollen an dieser Stelle auf die Besonderheit der obigen Sprache eingehen. Wir erkennen, dass
die Formel hinter dem ersten Existenzquantor eine Formel erster Stufe ist und wir nur mit einem
Existenzquator tiber Variablen zweiter Stufe quantifizieren. Man nennt diese Formeln dann auch
ESO-Formeln und erkennt einen Zusammenhang zur Komplexitatsklasse NP.

Definition 2.10 (ESO)

Eine ESO-Formel (existenzielle Logik zweiter Stufe) ist eine SO-Formel der Form

3R1. ...3 Rk. Q,

wobei Ry,...,Ry Variablen zweiter Stufe sind und ¢ eine Formel erster Stufe ist.

Mit dieser Definition und dhnlichen Uberlegungen wie oben ergibt sich der folgende Satz:

Satz 2.4 (Satz von Fagin)

Die ESO-definierbaren Sprachen sind genau die Sprachen in NP.

Aus dem Beweis des Satzes lasst sich dann schliefen, dass die Formeln der allgemeinen
Logik zweiter Stufe (SO) genau die Polynomialzeithierarchie beschreiben. Die
Aussagen sind im Teilbereich der deskriptiven Komplexitatstheorie wiederzufinden.

2.3 Logik erster Stufe

Wir betrachten nun das MSO-Fragment FO (first-order) aller Formeln ¢, in denen nur Variablen
erster Stufe vorkommen. In BNF definieren wir also:

pui=x<y | Pux) | =@ | Ve | Ix o,

wobei x € V;j erfullt sein muss.
Wir definieren dann damit dquivalent zu einem gegebenen Wort u = aj...a, € X* und einer
FO-Formel @ eine — zu u und ¢ passende — Interpretation als eine Funktion

I: V= {l,...,n}
wobei V C V; und freej(¢@) C V.

Definition 2.11

Sei V C Vj eine endliche Menge, so definieren wir ...

(a) ...ein V-Wort als ein Wort uiber dem Alphabet X x P(V), also als ein Wort der Form

w=(a,S1)...(an,Sn) mit a; € £,S; C V, wobei die S; eine Partition von V bilden.
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Dabei ist die Partitionseigenschaft sichergestellt durch
n
|JSi=Vund SinS; =0 fiir i 3.
i=1

V-Worter kodieren FO-Interpretationen, was wir auch sehen an Beispiel 2.7: Gegeben sei
das V-Wort

Wi = (a1,{x})(b,®)(a, {U)Z})-

Damit ist eine Interpretation I mit
Ix)=1und I(y)=1(z)=3

kodiert. /

(b) Sei @ eine FO-Formel mit free;(¢) C V;. Das V-Wort w erfiillt ¢, wenn a;...an,IE @
fur die Interpretation I, die von w kodiert wird. Wir schreiben dann auch w F ¢. Am
obigen Beispiel 2.7 (Fortsetzung): Wir sehen, dass

w) Ex<y.

3

Ziel der nachsten Vorlesungen: Wir wollen zeigen, dass die Sprache (aa)* nicht FO-definierbar
ist.

Methode: Wir wollen dazu Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele, eine Standardtechnik der Modelltheorie fur
das Zeigen der Grenzen Logik erster Stufe, verwenden. Dazu definieren wir weiter:

Definition 2.12

Der Quantorenrang qr(¢@) einer FO-Formel ¢ ist induktiv definiert als:

Beispiel 2.8:

@ Formeln mit Quantorenrang O sind genau die quantorenfreien Formeln, das heifst boolsche
Kombinationen von atomaren Formeln, wie zum Beispiel

~((x <y)APaly)) = (z<x).

@ Die Formel
(Ix. (x<y)ATz. Pa(z))) = Fy. Paly)

hat Quantorenrang 2.
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Definition 2.13

Seien w,w' zwei V-Worter, dann definieren wir:

(a) Eine FO-Formel ¢ mit free;(¢) C V unterscheidet w und w’, wenn genau eines der
beiden Worter die Formel ¢ erfullt.

(b) wund w’ sind k-unterscheidbar, wenn es eine Formel ¢ mit einem Quantorenrang v < k
gibt, welche w und w' unterscheidet.

Wenn w und w’ durch —¢ unterschieden werden, dann auch durch ¢. Wenn w und w’ durch
@ V1 unterschieden werden, dann auch durch ¢ oder durch 1.

Das heifst, wenn durch eine boolsche Kombination von Formeln w und w’ unterscheiden
werden, dann gibt es eine Unterformel 3 x. ¢, Pq(x) oder x < y, welche w und w’
unterscheidet.

Als Konsequenz stellen wir fest, dass w und w’ genau dann 0-unterscheidbar sind, wenn
es eine atomare Formel gibt, die w und w’ unterscheidet. Das heif3t aber, dass einer der
folgenden Falle eintritt:

Fall i: Es gibt ein x € V, so dass die x-markierten Positionen in w und w’ unterschiedliche
Symbole a und a’ aus X tragen. Dann wiére Pq(x) eine , trennende Formel“, also eine
Formel, die w und w’ unterscheidet.

Fall ii: Es gibt x,y € V, so dass in genau einem der Worter w und w’ die x-Position links von
der y-Position steht. Dann ware x < y eine ,trennende Formel“.

Interpretation von k-Unterscheidbarkeit durch Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele. Fixiere V-Worter w
und w’ und k > 0. Wir betrachten dann folgendes 2-Personen-Spiel:

Verfahren 2.2 (Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel)

Spieler: Spieler 0 (,,spoiler”, kurz S) mochte zeigen, dass w und w’ k-unterscheidbar sind.
Spieler 1 (,,duplicator”, kurz D) mochte es wiederlegen.

Es werden k Runden gespielt. In jeder Runde i € {1,...,k} wihlt spoiler eines der Worter w
oder w’ und markiert eine Position in diesem Wort mit einer neuen Variable x;.

In anderen Worten: xi¢ VU {x1 yoooy XioT }

Duplicator antwortet, indem er in dem anderen Wort eine Position mit x; markiert.

Resultat: Nach k Runden entstehen somit zwei VU {x1 yen ,xk}—Wérter.

Spoiler gewinnt, wenn diese beiden Worter O-unterscheidbar sind. Sonst gewinnt duplicator.
Wir sagen, dass Spoiler eine Gewinnstrategie hat, wenn er seine Zuige (in Abhangigkeit von
den vorherigen Ziigen von duplicator) so wahlen kann, dass er garantiert nach k Runden
gewinnt.

Wir betrachten Beispiel 2.9: Gegeben seien die ()-Worter
w = abbabbab und w’ = ababbabb.
Spoiler hat folgende Gewinnstrategie fiir das 2-Runden-Spiel auf w,w’:

Runde 1: Spoiler markiert Position 7 von w’ mit x;. Duplicator muss nun eine b-Position von w
mit x; markieren.
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Runde 2: Spoiler betrachtet zwei Falle:

Fall a: Falls das letzte b von w mit x; markiert wurde, dann markiert spoiler
Position 8 von w.
Duplicator muss eine Position von w mit x; markieren, die rechts von x;
steht, aber das ist unmOGLICH!

Fall b: Falls ein anderes b von w mit x; markiert wurde, dann markiert spoiler eine
a-Position von b, die rechts von x; steht.
Duplicator muss eine a Position rechts von x; in w’ mit x; markieren, aber
das ist uNMOGLICH!

3

Satz 2.5 (Satz von Ehrenfeucht-Fraissé)

Sei k > 0. Zwei V-Worter w und w’ sind genau dann k-unterscheidbar, wenn spoiler eine
Gewinnstrategie fiir das k-Runden-Spiel auf den Wortern w und w’ hat.

Beweis:

<= Angenommen spoiler hat eine Gewinnstrategie fiir das k-Runden-Spiel auf w und w'. Wir
zeigen, dass w und w’ dann k-unterscheidbar sind, per Induktion nach k:
Induktionsanfang (k =0):

Wenn spoiler nach 0 Runden gewinnt, sind w und w’ 0-unterscheidbar.

Induktionsschritt (k > 0):

Sei nun

w=(as,S1)...(an,Sn) und w' = (a1,S87)...(a/,S,).
Betrachte dann die Gewinnstrategie von spoiler. In Runde 1 wahlt spoiler (E das Wort w
und markiert Position i € {1 yoos ,n} mit x;. Duplicator markiert daraufhin eine Position
je{1,...,n/} inw' mit x.
Nach Runde 1 ergeben sich also die VU {x; }-Worter

wi = (ar,S1)...(a;,SiU{x1})...(an,Sn) und wi = (ay,87)... (aj’,Sj’U{m P eo(a),Sh).

Weil spoiler das k-Runden-Spiel auf w und w’ notwendigerweise gewinnt (per
Voraussetzung), hat er ebenso notwendig fiir jedes j € {1,...,n’} eine Gewinnstrategie
fur das (k — 1)-Runden-Spiel auf w; und wj’.

Per Induktion gibt es also fiir jedes j € {1,...,n’} eine Formel ¢@; mit qr(¢@;) <k—1,
welche w; und w! unterscheidet.

Das heifst dann aber auch, dass (E gilt, dass

Wi E @j und wi ¥ ;.

Dann gilt aber auch

n’ n’

wl=§|x1./\(pj , aber w’%ﬂm./\(pj,
j=1 j=1
wobei wir x7 als Position i interpretieren.

I
Damit ist 3 x;. /\]T‘:1 @; eine Formel vom Quantorenrang kleiner als k, die w und w’
unterscheidet.
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,=" Sei @ eine FO-Formel mit Quantorenrang < k, die w und w’ unterscheidet. Wir zeigen, dass
spoiler eine Gewinnstrategie fiir das k-Runden-Spiel auf w und w’ hat, per Induktion nach
k:
Induktionsanfang (k =0):

Weil ¢ eine quantorenfreie Formel ist, sind w und w’ O-unterscheidbar. Also gewinnt —
per definitionem — spoiler das 0-Runden-Spiel auf w und w'.

Induktionsschritt (k > 0):

(E durfen wir annehmen, dass
e=3dx.¢

gilt, denn wenn @ eine boolsche Kombination solcher Formeln ist, ersetze ¢ einfach
durch eine geeignete Teilformel.

Dann gibt es in genau einem der Worter w oder w’ eine Position 1, so dass ¢ mit der
Interpretation x; — i erfullt ist.

Spoiler wahlt in Runde 1 ebendieses Wort und markiert Position 1 mit x;. In dem anderen
Wort ist { fur keine Interpretation von x; erfullt. Das heifst egal wie duplicator in Runde
1 antwortet, werden die beiden resultierenden VU {)q }—W&')rter v und v’ durch die Formel
1P unterschieden. Weil nun qr(\) = qr(¢p) — 1 < k—1, hat spoiler per Induktion eine
Gewinnstrategie fir das (k—1)-Runden-Spiel auf v und v'.

Spielt spoiler die Runden 2 bis k gemaf3 dieser Strategie, gewinnt er das k-Runden-Spiel
auf wund w'. O

Proposition 2.6

m+1

Sei k > 0 und m > 2¥. Dann sind die Worter w=a™ und w’ = a nicht k-unterscheidbar.

Beweis: Wir zeigen, dass duplicator eine Gewinnstrategie fir das k-Rundenspiel auf w und
w’ hat. Daraus folge nach dem Satz von Ehrenfeucht-Fraissé (Satz , dass w und w’ nicht
k-unterscheidbar sind. Wir beweisen per Induktion nach k:
Induktionsanfang (k =0):
Weil w und w’ ()-Worter sind, gibt es keine freie QF-Formel, die w und w’ unterscheidet. Also
gewinnt duplicator das 0-Runden-Spiel auf w und w’'.

Induktionsschritt (k > 0):
Betrachte das k-Runden-Spiel auf w == a™ und w’ = a™*' mit m > 2*. In Runde 1 wihlt
spoiler eines der Worter w oder w’ und markiert eine Position s + 1 mit x;. Das heif$t, wir
erhalten eine Zerlegung

w=a’aadt mits+t+T=m
oder
w' =a aat! mits+t+1=m.

Aus Symmetriegriinden durfen wir s < t annehmen. Duplicator antwortet, indem er dieselbe
Position s + 1 in dem anderen Wort mit x; markiert.
Nach Runde 1 erhalten wir damit zswei {x1 }—Wérter

w=a’ (a,{x1}) at und a’® (a, {x1}) attl,
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Dann gilt offensichtlich, dass t > plal Per Induktion hat duplicator nun eine Gewinnstrategie
fiir das k — 1-Runden-Spiel auf a' und a'*'. In der folgenden Runden i € {2,...,k} spielt
duplicator dann wie folgt:

1. Falls spoiler eine der ersten s+ 1 Positionen von w oder w’ mit x; markiert, dann markiert
duplicator dieselbe Position des anderen Wortes mit x;.

2. Falls spoiler eine Position grofler als s + 1 eines Wortes mit x; markiert (das heifst im
Suffix a' von w oder a**! von w’), antwortet duplicator gemif3 seiner Gewinnstrategie
fir at und a**.

Damit gibt es eine Gewinnstrategie fiir duplicator fiir das k-Rundenspiel auf wund w'. O

Satz 2.7
Es gibt keine FO-Formel ¢ mit

Beweis: Angenommen eine solche Formel ¢ existiert. Sei k der Quantorenrang von ¢, so gilt:

(aa)* > a®E ¢

und

(aa)* % a2k+1 ¥ @,
womit die Worter a?* und a?**! k unterscheidbar wiren. Dies steht allerdings im Widerspruch
zur Proposition 2.6 O

Eine der nun noch offenen Fragen ist die Entscheidbarkeit der FO-definierbarkeit. Auch diese
Frage ist geklart, es ist namlich moglich diese algorithmisch zu entscheiden. Man benoétigt hierfur
aber algebraische Methoden.

’Denn angenommen t wire kleiner oder gleich 2k=T_1, dann gOlte aber auch, dass 2k<m=w|=s+t+1<
2t+1<2(2% 1 —1)+1=2%—1, was unmittelbar zum Widerspruch fiihrt.



KariTEL

REGULARE SPRACHEN UND MONOIDE

Unser Ziel in diesem Kapitel ist die algebraische Charakterisierung von reguldren Sprachen und
ihren Eigenschaften.

3.1 Monoide

Wir wollen zu Beginn definieren:

Definition 3.1 (Monoid)

Ein Monoid ist eine Menge M mit einer binaren Operation

Mx M — M,
(m,m’) —m-m’

und einem (Eins-)element 1 € M mit folgenden Eigenschaften:
@ Assoziativitat von -, sprich

Vp,myne M. (m:-n)-p=m-(n-p)

@ 1 ist neutrales Element von -, sprich

VymeM.1l-m=m-1=m.

Wir wollen das Monoid allgemein als Tripel
(M» B 1)

auffassen, bei ersichtlicher Verknipfung und neutralem Element schreiben wir manchmal aber
auch nur M.

Beispiel 3.1:

(1) (N,+,0) ist ein Monoid
(2) (N,-,1) ist ein Monoid

(3) X*ist ein Monoid bezuglich der Operation der Konkatenation zweier Worter (v-w =vw) und
mit neutralem Element ¢
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(4) Furn > 1sei Zn = {0,...,n—1}. Fiir a,b € Z, definiere dann die Operation & durch
a®b=(a+b) modn
als die ,,Addition modulo n“. Dann ist (Z,®,0) ein Monoid.
(5) Fuirn>1sei U, = {1,u1 yeen ,un}. Definiere eine binare Multiplikation auf U,, durch
ui-yy=1 und l-uy=u-l=y
fur alle i,j = 1,...,n. Dann ist (Uy,-,1) ein Monoid.

(6) Fur jede Menge X ist die Menge P(X x X) = {R : R C X x X} aller bindren Relationen auf X
ein Monoid bezliglich der Komposition von Relationen, welche durch

RS={(x,y) eXx X : IzeX. (x,2) ERA(z,y) € S}
definiert ist. Das neutrale Element ist die Identitat idyx = {(x,x) X E X}.

(7) Das triviale Monoid ist das Monoid {1 }, welches nur aus dem neutralen Element besteht.
Es ist gleichzeitig auch das einzige Monoid mit nur einem Element (bis auf Isomorphie). Wir
schreiben sehr oft auch 1 statt {1}

3K

Wir wollen nun die Sitze und Definitionen aus Kapitel [I|auf Monoide verallgemeinern um danach
einen Zusammenhang zu reguldren Sprachen herstellen zu konnen.

Definition 3.2 (Morphismen)

Ein Morphismus zwischen zwei Monoiden M und N ist eine Funktion h: M — N mit den
Eigenschaften

(i) h(m-m') =h(m) h(m’) fiir alle m,m’ € M und

(i) h(1) =1.

Beispiel 3.2:
(1) h : (N;+,0) = (Zn,®,0), k+—k mod n ist ein Morphismus.
(2) h: 2= (N,4+,0), w— [w|ist ein Morphismus.

(3) h: {a, b} = Uy={1,u5,u;}, wobei fiir alle w € {a, b}" gelte, dass h(e) =1, h(wa) =
und h(wb) =uy, ist ein Morphismus.

RS
Wir beschaftigen uns damit nun wieder mit universellen Eigenschaften von Monoiden:
Proposition 3.1 (universelle Eigenschaften von £*)
n *
>* ist das freie Monoid auf X, das heifdt, dass es fiir jedes Monoid rr— Z.
M und jede Funktion hy : ¥ — M genau einen Monoidmorphismus N =
h : Z* - M mit h(a) =hp(a) fur alle a € X gibt. 0 ]{"/l

Beweis: Wir zeigen Existenz und Eindeutigkeit:

zur Existenz Fur w = aj...an, € L* definere h(w) = hy(aj)...ho(an). Dies liefert einen
Morphismus h : £* — M mit h(a) =hp(a) fur alle a € X.
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zur Eindeutigkeit Sei h' ein weiterer Morphismus, fiir welchen h'/(a) = hy(a) fiir alle a € X gelte,
dann gilt allerdings fur w =ay...an € ¥, dass

h'(w) = h'(a;...an)
= h'(a7)-...h(an) (h/ ist Morphismus)
= holay)----- ho(an) (h'(ai) =holai))
= h(w) (Def. von h(w))

Damit sind h und h’ identisch.

Definition 3.3 (Kongruenz)

Eine Kongruenz auf einem Monoid M ist eine Aquivalenzrelation =C M x M, so dass fur alle
m, m’; n, n’ € M gilt:
m=m'An=n"-m-n=m’-n'.

Proposition 3.2 (Kongruenzen vs. Morphismen)

@ Fir jeden Monoidmorpismus h: M — N ist der Kern von h definiert als
m=,m’ < h(m)=h(m’)
und damit eine Kongruenz auf M.

@ Eine jede Kongruenz = auf M induziert das Quotientenmonoid
M/= = {[m]E ‘ me M} (Menge an Kongruenzklassen)
mit der Multiplikation - definiert durch

ml= - [m/l= =[m-ym'=

fur beliebiges m,m’ € M und neutralem Element [1j1]=, wobei -p die Multiplikation auf
M und 1p das neutrale Element von M ist.
Die Funktion h= : M — M/= m — [m]= ist ein Monoidmorphismus mit Kern =.

Beweis: Auch hier beweist man die Aussage analog wie bei den Automaten (Propositionen|1.7|und

1.8). O

Wir kommen nun erneut zum Homomorphiesatz:
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Satz 3.3 (Homomorphiesatz)

Seiene: A — B, h: A — C Morphismen von DAs und e surjektiv. Dann
gilt:
@ Jede Funktion g: Qg — Q¢ mit h = goe ist ein Morphismus von A
B nach C. / \
@ Folgende Aussagen sind dquivalent: B ——ceeee 9 s C
(a) Es gibt einen Morphismus g: B -+ Cmith=goe
(b) ~eC~h
(c) Va,q" € Qa. e(q) =e(q’) = h(q) =h(q’)
Beweis: Der Beweis verlauft analog zu Satz O

Definition 3.4 (Isomorphismen)

Ein Monoidmorphismus t : M — N heifit Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

M und N sind isomorph, wenn ein [somorphismus t : M — N existeiert, wir schreiben dann
M = N.

Korrolar 3.3.1

Wenn t : M — N ein Isomorphismus ist, dann auch t' : N — M.

Definition 3.5 (Untermonoide)

Sei M ein Monoid. Eine Teilmenge N C M heifist Untermonoid von M, wenn
(i) 1eN
(ii) furallen,n’eNistn-n’eN

Insbesondere ist dann (N, -n,1) selbst ein Monoid, wobei N : N x N — N die Einschrankung
von- : M xM — M ist.

Proposition 3.4

Fir jeden Monoidmorphismus h : M — N ist das Bild
hM] = {h(m) ‘ me M}
ein Untermonoid von N und
M/=,, = h[M], [m]—, — h(m).

Wir nennen diesen Morphismus den kanonischen Morphismus.

Beweis: Der Beweis verlduft analog wie bei Automaten. O

Definition 3.6 (Produktmonoid)
Seien M und N Monoide. Das Produktmonoid von M und N ist gegeben durch

MxN:{(m,n))mEM,neN}
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mit Multiplikation (m,n) - (m/;n’) = (m-y m’;n-yn’) und neutralem Element (1p,1n).

3.2 Spracherkennung durch Monoide

Definition 3.7
Sei L C X* und M ein Monoid.

Ein Monoidmorphismus h : £* — M erkennt die Sprache L, wenn es eine Teilmenge
S C M gibt mit
L=h'[S]={weXZ|hw)eS}.

@ Das Monoid M erkennt die Sprache L, wenn es einen Monoidmorphismus h : £* - M
gibt, der L erkennt.

Wir werden zeigen, dass die reguldren Sprachen genau den durch endliche Monoide erkennbare
Sprachen entsprechen. Davor betrachten wir noch Beispiel 3.3:

1. SeilL=(aa)*und h : {a}* — Z der eindeutige Morphismus h(a) = 1. Dann gilt:
h(a™)=n mod?2
und damit L = h~'[0]. Somit erkennt h die Sprache L.
2. Sei L= { we {a, b}’ ‘ w endet nicht mit a } Betrachte das Monoid
Uzz{l,u1,u2} mit u; - Uy = i,jE{],Z}.

Wir betrachten nun den Morphismus h : {a,b}* — Uy, a+—uy, b—uy. Dann gilt: h(e) =
1, h(wa) =y, h(wb) =, fiir allew € {a,b}". Also ist

L=h""[{1, w}].
Also erkennt h die Sprache L.
3. Jeder Morphismus h: X* — M erkennt die Sprachen () und * durch
0=h""0] und  L*=hT'[M].

3.2.1 Von endlichen Monoiden zu endlichen Automaten

Proposition 3.5

Jede von einem endlichen Monoid erkannte Sprache ist regular.

Beweis: Sei L C £* und M ein endlicher Monoid, der L erkennt. Dann gibt es einen Morphismus
h : Z* - M und eine Teilmenge S C M mit

L=h""[s].

Wir konnen dann einen DEA A fur L wie folgt konstruieren:
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Alphabet X

Uberginge m.a = m-h(a) fiir alle m € M,a € L.

Initialzustand 1 und

¢ Finalzustande S C M.

Es gilt L(A) =L, denn fur alle Worter w=ay...an € Z* ist

wel(A) & 1weS
< 1.h(aj...an)=1-h(aj)-----h(an) €S
< h(w)eS
s wel=h[S.
O
Betrachte nun weiter Beispiel 3.3 (Fortsetzung):
2. Wir konnen nun einfach einen endlichen Automaten konstruieren:
XK
3.2.2 Von endlichen Automaten zu endlichen Monoiden
Sei A =(Q,Z,—,I,F) ein NEA. Fiir jedes w € * betrachte die Relation R, C Q x Q mit
(q,9)eR & q ¢
Dann gilt offensichtlich
Re =idg und Ryw =Ry - Ry (3.1)

Also ist Tr(A) = {Ry, : w € £*} ein Untermonoid von P(Q x Q), dem Monoid aller biniren
Relationen auf Q. Wir definieren:

Definition 3.8

Tr(A) ist das Transitionsmonoid von A.

Proposition 3.6

Jede regulare Sprache wird von einem endlichen Monoid erkannt.
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Beweis: Sei L C X* reguldr und A ein NEA mit L(A) = L. Wir zeigen, dass Tr(A) die Sprache L
erkennt. Betrachte dazu den Morphismus

h:Z"—=Tr(A), w— Ry,.
h ist ein Morphismus wegen der Eigenschaften (3.1) und es existiert eine Menge S C Tr(A) mit
Rwe€S&welL

Dies ist wohldefiniert, denn wenn R,, = R, gilt und w € L, so gibt es auch ein qp € lund ein q € F
mit (qo,q) € Ry =R,. Damit ist auch v € L(A) = L. Daraus folgt dann

L=h""[S],
denn fur alle w € X* ist

welLeRy,eSehw) eSeweh 'S

Also erkennt h und damit auch Tr(A) die Sprache L. H
Zusammengefasst ergibt sich der Satz
Satz 3.7
Eine Sprache L C I* ist genau dann reguldr, wenn es ein endliches Monoid gibt, welches L
erkennt.
Beweis: Folgt aus den Propositionen [3.5und O

Proposition 3.8

SeiLC Z*und h : £* -+ M ein Monoidmorphismus, welcher L erkennt. Dann erkennt der
surjektive Morphismus N
h : X" - h[Z*],w— h(w)

die Sprache L.

Beweis: Sei S C M mit L =h~'[S]. Dann ist

L=h" [s AR } — RS A REA].
ChlX*]

Proposition 3.9

Jeder Monoidmorphismus h : £* — M, der die Sprache L C X* erkennt, erkennt auch L=z"\L

Beweis: Sei S C M mit L=h""[S], dann ist L = h~'[M\S]. O

Proposition 3.10

Seien K,L C L* Sprachen, die von den Monoiden M beziehungsweise N erkannt werden. Dann
erkennt das Produktmonoid M x N die Sprachen

KNL und KUL.




48 3.3. DAS SYNTAKTISCHE MONOID EINER SPRACHE

Beweis: Wahle die Morphismen g : £* — M und h : £* — N und die Teilmengen S C M und
T C N mit
K=g'[S] und  L=h7'[T].

Betrachte dann den Morphismus
(g,h) : Z¥ - M x Nyjw — (g(w),h(w)).

Dann gilt
KNL=(g,h)'[SxT] und KUL = (g,h) "[Sx NUM x TJ.

Also erkennt (g,h) und damit M x N die Sprachen KUL und KN L. O

3.3 Das syntaktische Monoid einer Sprache

Das syntaktische Monoid einer Sprache ist das algebraische Gegenstiick zum Minimalautomaten.
Wir wollen uns wieder an

Definition 1.15 (Nerode-Aquivalenz)

Sei L C X* eine Sprache. Die Nerode-Aquivalenz von L ist die Aquivalenzrelation ~CXZF x X¥
mit
v~ w e (Vxel*.wxelewxel)

sowie die charakteristischen Eigenschaften des Minimalautomatens wie
Min(L) = 2"/~ , wobei X* der Initialautomat von L ist

und der universellen Eigenschaft:

g A

|

I
7, 1h
44"’7(( ) ¥

Min(L)
erinnern, um damit ein algebraisches Aquivalent zu finden. Wir definieren

Definition 3.9 (syntaktische Kongruenz)

Sei L C *. Die syntaktische Kongruenz fiir L ist die Aquivalenzrelation = C £* x £* mit

vwe (Vx,yel*. xwyelexwyel).

Lemma 3.11

= ist eine Monoidkongruenz auf Z*.

Beweis: Seiv=p v/ und W = w'. Dann ist vw =v'w’, denn fur alle x,y € L* gilt

v=rv’ / w=w’ '
xwwy €L == xvwy el = xv'wyeclL
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Definition 3.10

Das syntaktische Monoid einer Sprache L C I* ist das Quotientenmonoid

Syn(l_) = Z*/E]_.

Der Morphismus
hy : Z* = Syn(L),w — [w]=

L

ist der syntaktische Morphismus von L.

Satz 3.12 (Universelle Eigenschaft von Syn(L))
Sei L C X* eine Sprache, so gilt:

@ Der syntaktische Morphismus hy : Z* — Syn(L) erkennt L.

@ Fir jeden surjektiven Morphismus h £* — M, der L erkennt, gibt es genau einen
Morphismus g : M — Syn(L) mit hy =goh.

) TN V|
Syn(L)

Beweis:

ad @ Sei S| := {[w]EL Twe L} C Syn(L). Dann ist L = h='[S{], denn fiir alle w € L* gilt

w e hil [SL] & h.L(W) eSS & [W]EL eStewell

Also erkennt hy die Sprache L.

ad @ Sei h : I* - M ein surjektiver Morphismus, der L erkennt, also L = h='[S] fiir ein
S € M. Nach dem Homomorphiesatz ist nun fiir alle vyw € Z* zu zeigen, dass h(v) =
h(w) = hi(v) = hy (w) oder in anderen Worten v =1 w.

Sei nun also h(v) = h(w) und x,y € I*. Dann gilt xvy € L & xwy € L, denn

xwvyel <« hxw)eS
< h{(x)h(v)h(y) =hxJh(w)h(y) €S
< h(xwy) €S
& xwy e L
womit v = w gilt. [

Korrolar 3.12.1

Eine Sprache L ist genau dann regulédr, wenn Syn(L) endlich ist, also wenn ={ nur endlich viele
Kongruenzklassen hat.

S_atz 3.13

Das syntaktische Monoid einer Sprache L C X* ist der Transitionsmonoid des
Minimalautomaten fur L:

Syn(L) = Tr(Min(L))
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Beweis: Min(L) ="/~ hat die Transitionsfunktion
Ry @ T/~ = 2/~ Vo = oW,
Betrachte dann die surjektiven Morphismen
y x
Syn(L) Tr(Min(L))

Nach dem Homomorphiesatz gentigt es nun zu zeigen, dass hy und 7 denselben Kern haben, also
dass fur alle vyw € X" gilt
h(v) =hi (w) & n(v) =7(w).

g

~
V=L w Rv =Rw

Das folgt aus

vw & (Vx,yeXl.xwyyelexwyel)
&S VxeXl'.xv~ xw
< VXEZ*-Rv([x]~L):Rw([X]~L)
< Ry, =Ry,.

3.4 Eigenschaften von Monoiden

Unser Ziel ist es nun eine algebraische Charakterisierung von Spracheeigenschaften der Form
,Eine regulédre Sprache L hat die Eigenschaft P <= Syn(L) hat die Eigenschaft Q“

zu finden. Aus einer solchen Aquivalenz folgt dann, dass wenn Q eine entscheidbare Eigenschaft
von endlichen Monoiden ist, dann auch entscheidbar ist, ob ein gegebener DEA A mit Sprache
L(A) die Eigenschaft P hat. Dazu verwendet man den Algorithmus:

Algorithmus 3.1

Schritt 1 Berechne Min(L(A)).
Schritt 2 Berechne das Transitionsmonoid des Minimalautomaten (= Syn(L))

Schritt 3 Priife, ob dieses Monoid die Eigenschaft Q hat.

Wir beschaftigen uns nun also mit verscheidenen Eigenschaften von Monoiden und ihren
zugehorigen Spracheigenschaften. Zur Notation: Fir x € M und n > 1 schreibe

n x-x" 1 fallsn>1
XS =X X =
sonst

fur die Potenzen von x.



KAPITEL 3. REGULARE SPRACHEN UND MONOIDE 51

Definition 3.11

Ein Element x eines Monoids M ist idempotent, wenn x? = x.

Proposition 3.14

Jedes Element x eines endlichen Monoids M hat eine eindeutige idempotente Potenz x®.

Beweis: Wir zeigen zunachst Existenz, danach die Eindeutigkeit einer solchen Potenz:
Existenz:
Betrachte die Liste aller Potenzen von x:

x=x,x*, x>, ...

Weil M endlich ist, gibt es i,p > T mit x' =x*P.

T
/ )
° X xitp e xiti
2 /
X X
./
xi+(p—1)
Daraus folgt dann unmittelbar
X =xP  fir alle k > i. (3.2)

Wihle dann k:=1-p, dann ist xK idempotent, denn
2 v B2
<Xk) =k iy Bk
wobei der Zusammenhang aus Gleichung (3.2) im letzten Schritt i-mal angewendet wurde.

Eindeutigkeit:
Seien x* und x! mit k,1 > 1 zwei idempotente Potenzen von x, so gilt

Fo () = () =

Definition 3.12
Ein Monoid M ist ...

kommutativ genau dann, wenn x -y =y - x fur alle x,y € M gilt.

2

idempotent genau dann, wenn x* = x fur alle x € M gilt.

aperiodisch genau dann, wenn es fiir alle x € M ein n. > 1 gibt mit x™*'

=X
Xfxzfx37... —x" D

eine Gruppe, wenn es fiir alle x € M ein x~! € M gibt mit

x-x =1 und x ox=1.
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Anmerkungen

n+1 m+1

Wenn x =x" fur ein x > 1, dann ist auch x =x" fur alle m > n.

Folgerung: Fiir endliche Monoide gilt:

(V x. In. x" = x“) & (EI nvx. x" = xn)

Man kann also die Zahl n in der Definition eines endlichen aperiodischen Monoids fiir alle x
gleich wahlen.

Jede aperiodische Gruppe ist trivial, denn aus x™*! = x™ folgt x = 1.

Anmerkungen (fort.)

Bei Gruppen reicht es aus nur Linksinverse oder nur Rechtsinverse zu fordern, da die Existenz
und Gleichheit des jeweilig anderen direkt folgt. Am Beispiel Rechtsinverse implizieren
Linksinverse:

Fiur jedes x € M gilt, dass

womit direkt folgt

() = () () = () (! (1)) = () e =xx

Damit ist x! sowohl Rechts- wie auch Linksinverses. Die andere Richtung ist analog zu
zeigen.

Fur endliche Monoide wird jede der vier Eigenschaften aus Definition auf
Untermonoide, homomorphe Bilder und Produkte vererbt.

Mit dieser Erkenntnis definieren wir genauer:

Definition 3.13 (Varietdt)

Eine Varietat von endlichen Monoiden ist eine nichtleere Klasse V von endlichen Monoiden, die
unter Untermonoiden, homomorphen Bildern und Produkten abgeschlossen ist. Mit anderen
Worten gilt:

(i) Fur M € Vund N € M Untermonoid folgt automatisch N € V.
(ii) Fur alle M € V und alle surjektiven Morphismene : M — N gilt N € V.
(iii) Gilt M,N €V, soauch M x N € V.

Lemma 3.15

Die folgenden Klassen von endlichen Monoiden bilden Varietaten:
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— V = kommutative Monoide — V = aperiodische Monoide

— V =idempotente Monoide — V = (endliche) Gruppen

— alle Klassen von endlichen Monoiden, die durch Kombination dieser Varietaten entstehen
(Beispiel: V= kommutative und aperiodische Monoide)

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Aussage nur fir V = aperiodische Monoide, die restlichen
Aussagen sind analog zu zeigen:

ad (i) Sei M aperiodisch und N C M ein Untermonoid, sowie x € N C M. Dann gibt es ein n > 1
mit X! =x™ in M und damit auch in N.

ad (ii) Sei M aperiodisch und e : M — N ein surjektiver Morphismus, sowie x € N. Wahle dann
y € M mit e(y) = x. Dann gibt es ein n > 1 mit y™*' =y™. Daraus schlieSen wir

T = (o)™ =e (y™T) = ey = (ely))" =x".

ad (iii) Seien M, N aperiodisch und (x,y) € M x N. Wahle ein n > T mit

n+1 n

=x" undy™"

X =y".

Dann gilt allerdings auch
()™ = (Y™ ) = (™) = (xyy)™
Damit bilden die aperiodischen endlichen Monoide eine Varietat. [

Proposition 3.16

Sei V eine Varietat und L C £*. Wenn es ein Monoid in V gibt, das L erkennt, dann liegt Syn(L)
inV.

Beweis: Sei M € Vund h : £* - M ein Morphismus, der L erkennt. Dann erkennt auch der
surjektive Morphismus i
h: X" h[Z],w— h(w)

die Sprache L. Nach der universellen Eigenschaft von Syn(L) (Satz [3.12) gibt es dann einen
surjektiven Morphismus
g : h[Z*] — Syn(L)

mit g o h =hy. Weil V unter Untermonoiden und homomorphen Bildern abgeschlossen ist folgt
dann Syn(L) € V.
In Diagrammform:



54 3.4. EIGENSCHAFTEN VON MONOIDEN

Proposition 3.17
Seien M, N endliche Monoide.

@ Wenn N C M ein Untermonoid ist, dann wird jede von N erkannte Sprache auch von M
erkannt.

Wenn e : M — N ein surjektiver Morphismus ist, dann wird jede von N erkannte Sprache
auch von M erkannt.

@ Jede von M x N erkannte Sprache ist eine bool’sche Kombination von Sprachen, die von
M oder N erkannt werden.

Beweis:

ad @ Sei N C M und L C Z* sei eine von N erkannte Sprache. Es gibt also einen Morphismus
h: 2* - Nund S C N mit L = h™'[S]. Betrachte dann den Einbettungsmorphismus
i: N—=Mmn—n Dannist g=ioh : £* -+ M ein Morphismus und S C M, sowie
L= g’1 [S]. Daraus folgt unmittelbar die Erkennbarkeit von L durch M.

ad siehe Ubungsblatt 5, Aufgabe 3

ad Sei L C I* eine Sprache, die von M x N erkannt wird, das heifit es gibtein h : ¥* —

M x N und S € M x N mit L = h~'[S]. Betrachte die Projektionsmorphismen

(2)
()

™ : MXN—=M,(mn)—m und 7y : MxN—=N,(mn)—n.
Definiere dann
hvy=mmmoh :XZ*—-M und h,=7mnoh: X*—N.

Dann gilt h(w) = (hpm(w), hn(w)) fir w € £* und damit

L=h7isl= |J nimnl= {J (hlminhyml).

(m,n)es (m,n)es

3.4.1 Kommutative Gruppen

Fiir jedes n > 2 ist Zyn = {0,...,n— 1} eine kommutative Gruppe.

Satz 3.18 (Hauptsatz endlicher abelscher Gruppen)

Fur jede endliche kommutative Gruppe G gibt es Zahlen ny,...,ny > 2 mit

G=Zn, X XLn,.

Fixiere nun X. Fir a € £,n > 2 und 0 > k < n definiere

Loxn={wexZ*| wl,=k modn}.
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Satz 3.19

Beweis:

).

~

2)

=

()

=

(3)
@,

«

Fur L C X* sind aquivalent:
@ L ist eine boolesche Kombination von Sprachen der Form Lg y .
@ Es gibt eine endliche kommutative Gruppe, die L erkennt.

@ Syn(L) ist eine endliche kommutative Gruppe.

gilt, weil die endlichen kommutativen Gruppen eine Varietat bilden.

Es genuigt zu zeigen, dass jede Sprache L = Ly  durch ein endliches kommutatives
Monoid erkannt wird, die allgemeine Aussage folgt dann durch Bildung von
Produkten.

Lo xn wird durch Z, erkannt. Fir den Morphismus

h:X'—=Zn mit h(a)=Tund h(b)=0furb+#a
gilt h(w) = lw|, mod n, womit automatisch folgt, dass Ly n = h1k].

Sei G eine endliche kommutative Gruppe, die L erkennt, das heifit es gibth : Z* = G

und S C G mit L = h™'[S]. Nach dem Hauptsatz (Satz |3.18) kénnen wir G = Z,
annehmen. Sei dann £ = {ay, ..., am} und ki := h(a;) € Z, furi=1, ..., m.
Definiere dann

m
E={(r,...,tm) | 1{ € Zy, und Zri~k1-€S}.

i=1

Fur (r1,...,mm) € E definiere weiter
m
Ly, oty n = ﬂLai, T = {w el” ‘ !w!ai =r1; modn,i= 1,...,m}.
i=1
Dann gilt:
L= U [—n,...,rm,n (3-3)

(r1yeeesTm )EE

Zeige nun (3.3)): Fur w € * gilt

Also fir beliebiges w € L gilt:

wel & h(w)eS

m
& ) Ml kes
i=1
o (Wlayyoiwly, ) €

= WE U L]‘] yeeoyT'm,y T
(r1yeeesTm)€EE
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3.4.2 Kommutative idempotente Monoide

Definition 3.14

Eine Sprache L C X* heifit alphabetisch, wenn sie eine boolesche Kombination von Sprachen
der Form A* mit A* C ¥* ist.

Beispiel 3.4: Sei £ = {a, b, c}. Die Sprache
L={weZz* | w enthilt ein a oder kein ¢}

ist alphabetisch, denn
L={b, c} " U{a, b}".

/

Definition 3.15

Eine FO!-Formel ist eine FO-Formel, in der nur eine Variable (eventuell mehrfach) vorkommt.

Beispiel 3.4 (Fortsetzung): L wird durch folgende FO!-Formel definiert:
Ix. Pa(x) V=3 x. P.(x)

S_atz 3.20

Fur jede regulare Sprache L C £* sind folgende Aussagen dquivalent:

@ L ist alphabetisch.
@ Es gibt eine FO!-Formel ¢ mit L = L(¢).
@ Es gibt ein endliches kommutatives idempotentes Monoid, das L erkennt.

@ Syn(L) ist kommutativ und idempotent.

Beweis:

,@ = @’ gilt, weil die endlichen kommutativen und idempotenten Monoide eine Varietat
bilden.

@ = @ * Jede Sprache A* mit A C X ist durch eine FO!-Formel definierbar:

A=V X. \/ Pa(x).

acA

~

Eine alphabetische Sprache ist eine boolesche Kombination von A*s und wird damit
durch eine boolesche Kombination von s beschrieben.

,@@@’ Sei ¢ eine geschlossene FO!-Formel mit der einzigen Variable x. Jede atomare
Unterformel von ¢ hat die Form

Pa(x) oder x<x=1.

Also ist ¢ bis auf semantische Aquivalenz eine boolesche Kombination von Formeln
der Form d. Pq(x) und

L(3x. Pa(x)) = (Z\{a})*.
Also ist L(@) alphabetisch.
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~

()

(3

“ Sei L alphabetisch. Zu zeigen ist, das es ein endliches kommutatives idempotentes

Monoid gibt, das L erkennt. Es gentigt den Fall L = A* mit A C ¥ zu betrachten; der
allgemeine Fall folgt durch Bildung von Produktonoiden.
Betrachte das kommutative idempotente Monoid M = {0, 1} mit

1-1=1 und0:1=1-0=0-0=0,
und dem Morphismus

1 ,fallsae A

h:Z*—=M mith(a)= .
0 ,fallsaeX\A

Dann gilt furw e Z*

0 ,fallswe IH\A*
Also gilt L = h~'[1], das heiflt M erkennt L.

1 ,fall A*
h(w):{ , fallsw e

Sei M ein endliches, kommutatives und idempotentes Monoid und h : £* — M ein
Morphismus, der L erkennt, also L = h~'[S] mit S C M.
Definiere fur w € X* a(w) = {a e X } a kommt in w vor.}. Dann gilt h(w) =

[T na.

acu(w)
Beispiel 3.5: h(abbab) = h(a)h(b)h(b)h(a)h(b) = h(a)?h(b)? = h(a)h(b). XK
Definiere fur A C X:
L= {w el” { o(w) :A} =A"N ﬂ (A\{a})*.
aeA

Dann ist
L= Logu- (3.4)

weL

und damit alphabetisch. Zeige nun noch (3.4):

»C“ V€L, woraus folgt, dass v € Ly € Uyer Lagw)-
22 Seiv € Ly, fiir einw € L. Dann gilt a(v) = a(w) und damit
hv)= [] h(a)= J] hla)=hw)es.

aco(v) aco(w)

Alsove h '[S] =L. O

3.4.3 Aperiodische Monoide, FO-Logik und sternfreie Sprachen

Definition 3.16 (verallgemeinerte reguliren Ausdriicke)

Die verallgemeinerten reguliren Ausdriicke uiber X entstehen aus den reguldren Ausdriicken
durch Hinzufugen des Komplementoperators:

Syntax:rz=0|ela|r+r|rr|T|r*

Semantik: L(¥) = L(r) und alle anderen Operatoren werden wie zuvor interpretiert!
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Definition 3.17

Eine Sprache ist sternfrei, wenn sie durch einen verallgemeinerten regularen Ausdruck
darstellbar ist, in denen kein (...)* vorkommt.

Mit anderen Worten: Die sternfreien Sprachen tiber X bilden den Abschluss der Menge der
endlichen Sprachen unter Vereinigung, Konkatenation und Komplement.

Beispiel 3.6: Sei £ = {qa, b}, dann gilt:

1. (a+b)* ist sternfrei, denn (a+b)* =0.

2. a*b* ist sternfrei, denn a*b* = (a+ b)*ba(a+ b)* = @bal.

3. (aa)* ist nicht sternfrei, was aus Satz folgt.

Satz 3.21 (Satz von McNaughton, Papert und Schiitzenberger)

Sei L C L* regular, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

@ L ist sternfrei.
@ Es gibt eine FO-definierbar.
@ Es gibt ein endliches aperiodisches Monoid, das L erkennt.

@ Syn(L) ist aperiodisch.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Propositionen(3.22}(3.26},(3.27| ]

Korrolar 3.21.1

Es ist entscheidbar, ob eine gegebene reguldre Sprache FO-definierbar oder sternfrei ist.

Einschub - Sternhierarchie

Definition 3.18

Die Sternhierarchie eines verallgemeinerten reguldren Ausdrucks r ist die maximale
Verschachtelungstiefe von Sternen in r. Formal definiert ist sie durch:

* sh(()) =sh(e) =sh(a) =0

e sh(r*) =sh(r)+1

* sh(T) =sh(r)

¢ sh(r+s) =sh(rs) =max {sh(r), sh(s)}

Die Sternhohe einer regularen Sprache L ist die minimale Sternhohe eines verallgemeinerten
regularen Ausdrucks fur L.

Beispiel 3.7:

1. Die Sprachen der Sternhohe 0 sind genau die sternfreien Sprachen.
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2. FirL={we {a}" | w| gerade} gilt sh(L) =1.
* Die Sternhohe muss mindestens eins sein, denn {aa}* ist ein reguldarer Ausdruck fir L
der Sternhohe 1.

e Die Sternhohe kann andererseits auch nicht null sein, denn Syn(L) = Z, ist eine nicht
triviale Gruppe und damit nicht aperiodisch. Dementsprechend folgt mit Satz die
nicht Sternfreiheit von L.

Offenes Problem

i Gibt es eine Sprache der Sternhohe > 2?

Definition 3.19

Die modifizierte Sternhéhe sh’(L) einer reguldren Sprache L ist die minimale Sternhohe eines
regularen Ausdruckes fur L.

Es gilt:

(1) sh(L) <sh’(L)

@ Es gibt fur jedes n > 0 eine Sprache der modifizierten Sternhéhe n. [Egg63]]

@ Die modifizierte Sternhohe ist algorithmisch berechenbar. [Has88|

3.4.3.1 Von sternfreien zu FO-definierbaren Sprachen

Proposition 3.22

Jede sternfreie Sprache ist FO-definierbar.

Beweis: Fur jeden sternfreien regularen Ausdruck r konstruieren wir induktiv eine FO-Formel ¢,
mit L(r) =L(¢@;):

e pp=dx.x\"Ix.x=x

Pe="dx. X=X

* pq=3x. (first(x) Alast(x) APq(X))

* Pris=0rV Qs

* Pr=r

* s — Wegen

KL= (K\{e}) (L\{e}) [UK][UL]

(wobei der violette resp. grune Teil nur in den Fallen von ¢ € L oder ¢ € K hinzukommen)
dirfen wir annehmen, dass L(r),L(s) C £*. Ein Wort w = aj...a, liegt genau dann in
L(rs) =L(r)L(s), wenn es eine Position i € {1 R 1} gibt mit

ary...,q; €L(r) und air1,...,an € L(s),



60 3.4. EIGENSCHAFTEN VON MONOIDEN

in anderen Worten, wenn es ein i gibt mit
ajy...,ai F @y und ai1y...,0n F @s.

Konstruieren wir nun eine Formel fur ¢,s: Sei ¢ eine FO-Formel und x eine Variable, die
nicht in @ vorkommt. Sei @<* die Formel, die aus ¢ entsteht, indem man jede Teilformel
Jy. 1V durch

Y. (y <xAY)

ersetzt. Dann gilt fiir alle w = ay...a, und alle Interpretationen I mit I(x) =1i:
w, I F @S gdw. aj,...,a;F @.

Analog definiert man nun ¢~*. Damit erhalten wir folgende Formel fur L(rs):
@rs =3I x. [Clast(x) Ao A Y],

wobei x eine frische Variable ist.

3.4.3.2 Von aperiodischen Monoiden zu sternfreien Sprachen

Fixiere nun ein endliches aperiodisches Monoid M und einen Morphismus h : £* — M. Die von h
erkannten Sprachen haben die Form

L=h"'[S] = U h™'[m] mit S C M.

meS

Es geniigt nun zu zeigen, dass fiir alle m € M h~'[m] sternfrei.

Lemma 3.23 (Kiirzungslemma)

Fur m,p,q € M gilt
m=pmqg=m=pm/Am=mg.

Insbesondere gilt fuir m=1:pq=1=p=q=1.

Beweis: Sei m =pmgq. Wihle dann n > 1 mit p™*! = p™. Dann gilt aber

+1 n

m=pmq=p°mg’=---=p"mq" =p""'mq" =pm.

Analog m=m-q. O

Definition 3.20
Fiur m € M definiere ...

das von m erzeugte Rechtsideal

mM:{mn|n€M}

das von m erzeugte Linksideal

Mm:{nm|n€M}

das von m erzeugte Ideal

MmM = {nmp | n,p € M}
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die Menge der Faktoren von m

Fim)={neM|meMnM}

Lemma 3.24 (Ideallemma)
Fir alle m € M gilt

mMNMmNF(m) ={m}.

Beweis:

»2“ Gilt wegen
m=m-1=1-m=1-m-1.

,C“ Seine (mMMNMmNF(m)). Zeige dann, dass n = m. Wahle dazu p, g, rund s € M mit
n=m-p=q-m und m=r1ns.
Daraus folgt dann, dass m = rqms, womit mit Lemma folgt, dass
m=r-gm=r-n=r-Mm-p.
Erneutes Anwenden von Lemma [3.23|liefert dann

m=m-p=n.

Lemma 3.25 (Darstellungslemma)
Fir m € M\{1} gilt

h'm] = (UZ* N ZF0)\Z*WL*
mit

U :{w cxr* } h(w)M = mM und h(v)M # mM f.a. echten Prafixe v von w }

Beweis:

,2“ Seiw € h™'[m]. Zeige nun die Eigenschaften
(i)welz”, (i) we Z*V und (iii) w ¢ Z*WLZ*

ad|(i)] Wahle das kiirzeste Prefix uv von w mit h(u)M = mM. Dann ist u # ¢, sonst
wire M = mM, also 1 = mn mit n € M, womit mit dem Kiirzungslemma
golte, dass m =1, was dann direkt zum Widerspruch zur Annahme, dass m # 1
sei, stinde. Also ist u € 1l und damit gilt w € UX™.

ad analog zum Beweis von

ad[(iii)] Angenommen es golte w € Z*(VX*. Damit gilt dann aber auch w = xw’y mit
x, Yy € Z* und w’ € W. Dann ist aber h(w’) ¢ F(m) nach Definition von w’.
Andererseits gilt aber auch

m = h(w) = h(x)h(w')h(y),

also insbesondere h(w') € F(m), was zum Widerspruch fiihrt.
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,C“ Sei w € (UZ*NZ*V)\Z*WZL*. Nach Ideallemma (Lemma [3.24) geniigt es nun die
Eigenschaften

(i) h(w) e mM,, (ii) h(w) € Mm und (iii) h(w) € F(m)

zu zeigen:

ad[(i)] Wegen der Tatsache, dass w € ULZ* ist w = ux mit u € 1l und x € Z*. Daraus
folgt dann unmittelbar

h(w) =h(u)h(x) € h(uyM = mM.

ad analog zum Beweis von

ad Angenommen es golte h(w) ¢ F(m), das heiit m ¢ Mh(w)M. Wihle dann einen
kurzesten Faktor x von w mit

m¢ Mh(x)M.

Schreibe w = uxv mit u, v € £*. Wir unterscheiden dann drei Falle:

- Falls x =¢e gilt,ist m¢ MIM =MM =M e

— Falls x € X gilt, ist x € W), denn h(x) ¢ F(m) und fiir den einzigen echten
Faktor € von x gilt 1 = h(e) € F(m), was trivialerweise zum Widerspruch
fuhrt.

— Falls x| > 2, dann schreibe x = arb mit a, b € £* und r € L*. Dann gilt
aber m ¢ Mh(r)M und m € Mh(a)h(r)M, sowie m € Mh(r)h(b)M, da x
minimal ist. Damit ist x € W). Daraus folgte dann aber, dass w € Z*l)X*, was
aber im Widerspruch zur Annahme stiinde.

]

Proposition 3.26

Fir alle m € M ist h~'[m] sternfrei.

Beweis: Wir beweisen per Induktion nach [M|—|MmM].

Induktionsanfang (M = MmM):
Gemaif} dem Kurzungslemma (Lemma gilt in diesem Fall m = 1. Wir stellen nun die
Behauptung auf, dass h~'[1] = A*, wobei A = {a €X|h(a)= 1} gilt. (Wohlgemerkt ist h'[1]
sternfrei)
Dass dies gilt ist schnell einzusehen. Die Richtung ,,0“ ist klar, weil h ein Morphismus ist. Fir
die Gegenrichtung (,,C“) gilt fir ein w=a;...an € £* mit h(w) =1, dass h(aj)...h(ay) =1
und somit per Kiirzungslemma (Lemma[3.23) h(a;) =--- =h(ay) =1.

Induktionsschritt:
Sei nun MmM C M und damit insbesondere m # 1. Wegen h™'[m] = (UZ* N Z*V)\Z*WL*
(aus dem Darstellungslemma [3.25) gentigt es zu zeigen, dass 1, U und W sternfrei sind.

ad U: Es gilt

U= U h'mla mitlz{ (nya) eM x X } nh(a)M =mM undnemM}.

(nya)el
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Man stellt nun fest, dass fur alle (n,a) € M x X gilt, dass MmM ; MnM, woraus die
Sternfreiheit von h™'[n] fir alle (n,a) € I, und somit auch von 1l folgt. Dies macht
man sich klar, da einerseits mit (n,a) € I beliebig

mM =nh(a)M CnM

gilt und somit auch MmM C MnM. Andererseits nehme man an, dass MmM =
MnM, womit n € MmM, oder in anderen Worten, dass n = umv mit u,v € M. Wegen
mM C nM ist m = np mit p € M. Also gilt n = unpv, womit nach Kurzungslemma

(Lemma [3.23]) folgt, dass

n=npv=myv,
was im Widerspruch zu n ¢ mM steht.
ad U: Man beweist diesen Fall analog wie bei 1.
ad W: Es gilt

W= U ah'n]b U (WNEX)
(amn,b)e]

mit ] = {(a,n,b) € ZxMxZ | h(a)Nh(b) ¢ F(m) und h(a)n € F(m) und nh(b) € F(m)}.

Wir stellen auch hier wieder fest, dass fur alle (a,n,b) € ] MmM ; MnM, womit
h~'[n] wieder sternfrei per Induktion fur alle (a,n,b) € ], womit W) sternfrei ist. Denn
sei einerseits (a,n,b) € J, so gilt wegen n € F(m) MmM C MnM. Andererseits nehme
man wieder an, dass MmM = MnM, womit n € MmM, also n = umv fur u,v € M,
gelte. Wegen h(a)n € F(m) > nh(b) gilt dann

m=rh(a)ns m—pnh(b)t mit r,s,p,t € M.

Daraus folgt: n = umv = urh(a)nsv, mit dem Kiirzungslemma (Lemma [3.23), dass
n =urh(a)n, und somit dann auch

m = pnh(b)t =purh(a)nh(b)t,

was aber im Widerspruch zu h(a)nh(b) ¢ F(m) steht. O

3.4.3.3 Von FO-definierbaren Sprachen zu aperiodischen Monoiden

Proposition 3.27

Jede FO-definierbare Sprache wird von einem aperiodischen endlichen Monoid erkannt.

Beweis: SeiV eine endliche Menge von FO-Variablen und ¢ eine FO-Formel mit free;(¢) C V. Wir
wollen zeigen, dass die Sprache

Lv(@)={we (ZxP(V))" | wist V-Wort und wt ¢}

von einem endlichen aperiodischen Monoid erkannt wird. Wir beweisen per struktureller
Induktion:

@ =Pq(x): Rechne nach, dass Syn(Ly(¢)) aperiodisch ist (Blatt 06, Aufgabe 2).
@ =x <y: Rechne nach, dass Syn(Ly(¢)) aperiodisch ist (Blatt 06, Aufgabe 2).
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Es gilt Ly(@) = Ly(P) N Ly, wobei Ly C (£ x P(V))* die Sprache aller V-Worter
ist. Per Induktion ist Syn(Ly({)) = Syn(Ly({)) aperiodisch. Ebenso kann man
nachrechnen, dass Syn(Ly) aperiodisch ist. Also ist Syn(Ly()) x Syn(Ly) ein
aperiodisches endliches Monoid, das Ly(¢) erkennt.

Es gilt
Lv(e) =Lv(e1) U Ly(@2).

Per Induktion ist Syn(Ly(¢;i)) fir i = 1,2 aperiodisch. Also ist Syn(Ly(@1)) x
Syn(Ly(¢2)) ein endliches aperiodisches Monoid, welches Ly/(¢) erkennt.

Per Induktion ist Syn (LVU{X} (1]))) aperiodisch, das heif3t es gibt n > 1, so dass
fir alle r,w e (Zx P(VU{x}))"

™m"s e LVU{X} (V) & T‘Wn+1S S LVU{X} (V) (>l<)

Wir wollen zeigen, dass fur u,v,w € (£ x P(X))" gilt, dass
ww?™ vy e Ly (T xi. ¥) © unw®™ v e Ly (3 xi. V),

woraus die Aperiodizitiat von Syn (Ly(3 x;. 1)) unmittelbar folgt.

,= Sei uw?™t1v € Ly/(3 x4. ). Dann kann man eine Position von uw?™*!v mit

x markieren, so dass das resultierende V U {x}—Wort die Formel 1 erfullt.

WEeil in einem der beiden Teilworter w™ keine Positiion mit x markiert ist,

hat dieses VU {x}—Wort die Form rw™"s mit r,s € (Z x P(VU {x}))* Wegen
n ; 5 ; n+1

™"s € LVU{X}(II)) ist gemafl Gleichung (%) auch Tw"™"'s LVU{X}N)). Das

Mty womit unw 2y e

Entfernen der Markierungen x liefert das Wort rw
Ly (3 xi. ) gilt.

»<=“ Wir verwenden hier ein symmetrisches Argument wie eben.

Wir sehen nun, dass aus den Propositionen [3.22} (3.26/und |3.27|direkt Satz folgt.

3.5 Varietdaten und Gleichungen

Eigenschaften von Monoiden werden haufig durch Gleichungen beschrieben, beispielsweise

* ein Monoid ist kommutativ, wenn die Gleichung xy =yx gilt.

* ein endliches Monoid ist aperiodisch, wenn die Gleichung x™*' = x™ fiir hinreichend grof3es

n gilt.

Wir werden zeigen, dass gleichungsdefinerbare Monoideigenschaften genau diejenigen sind,
die Varietdaten bestimmen. Wir fithren nun noch Notation ein:

NOTATION

Fixiere eine abzihlbar unendliche Menge X = {Xg,x1,... } von Variablen und schreibe fiir n > 0

Xn:{xo,...,xn}.
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Definition 3.21

Eine Gleichung ist ein Paar (s,t) € X* x X*. Wir notieren daftir s = t. Ein Monoid M erfullt
s =t, wenn fur alle Morphismen h : X* — M gilt, dass h(s) =h(t).

ERLAUTERUNG

Jeder Morphismus h : X* — M ist durch seine Einschrankung hy : X — M eindeutig
bestimmt, das heifdt er entspricht einer Interpretation der Variablen durch Elemente von

M. Die Gleichung s =t gilt in M, wenn die linke und rechte Seite fiir jede Interpretation
denselben Wert haben.

Definition 3.22

Sei E = (sn = tn)n>0 eine Folge von Gleichungen. Ein Monoid M erfiillt fast alle Gleichungen
in E, wenn es ein ng > 0 gibt, so das M alle Gleichungen s, = t, mit n > ng erfullt. Schreibe
dann

V(E) = {M ’ M ist ein endl. Monoid, welches fast alle Gleichungen in E erfﬁllt.}

Beispiel 3.8: Fir E = (x"'= x“)n>] = (x!=x,%x>=x?% ...) ist V(E) die Varietit der
aperiodischen endlichen Monoide.

Fur E = (xy =yx)n>0 ist V(E) die Varietdt der kommutativen endlichen Monoide. XX
Wir kommen nun zu dem Hauptsatz in diesem Kapitel, dem Satz von Eilenberg-Schiitzenberger:

Satz 3.28 (Satz von Eilenberg-Schiitzenberger)

Eine Klasse V von endlichen Mengen ist genau dann eine Varietat, wenn es eine Folge E von
Gleichungen gibt mit V(E) = V.

Wir werden den Beweis nach hinten verschieben, da uns noch ein wichtiges Lemma fehlt, welches
wir zuerst aufstellen und beweisen wollen.

Definition 3.23

Sei = C M x M eine Kongruenz auf einem Monoid M. Wir definieren dann:

@ = ist endlich genau dann, wenn M/=y, endlich ist.
@ Eine Teilmenge W C= erzeugt =, wenn fir alle Kongruenzen =’ gilt
WC='»=C=/,

das heif3t = ist die kleinste Relation, welche W enthalt oder in anderen Worten ist = der
Durchschnitt aller Kongruenzen, die W enthalten.

@ = ist endlich erzeugt, wenn = eine endliche erzeugende Teilmenge hat.

Lemma 3.29

Eine jede endliche Kongruenz = auf Xj, ist endlich erzeugt.

Beweis: Sei = eine endliche Kongruenz auf X},. Dann gibt es ein k > 0, so dass jede Kongruenzklasse
ein Wort der Lange { < k beinhaltet. Betrachte nun die Menge

W={(uv)eX*" xX*|lu=vund |ul <k, v <k}.
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Sei =y die von W erzeugte Kongruenz, sprich der Durchschnitt aller Kongruenzen, welche W
enthalten, so wollen wir nun noch zeigen, dass =y = = gilt.

»C“ Diese Richtung ist klar per definitionem, weil W C=.

,2“ Wir wollen zuerst zeigen, dass es fur alle Worter w € X}, ein w' € X}, mit [w'| < k und
w’ =y w existiert. Dies zeigen wir per Induktion nach |w|. Fur w| < k ist die Aussage klar;
wir wahlen dazu einfach w’ =w. Sei also |[w| > k. Schreibe nun w als w =vx mit v € X}, und
x € Xn. Per Induktion gibt es v/ € X}, mit [v'| < k und v’ =y w. Nach der Wahl von k gibt es
dann ein w’ € X% mit [w/| < k und w’ =v'x. Wegen [v'x| < k und [w'| < k gilt (v'x,w’) e W,
also insbesondere v'x =y w’. Also gilt ebenso w =vx =v'x =y w'.

Sei dann u = v. Dann gilt mit vorheriger Feststellung, dass u =y u’ fir ein u’ mit [u’] <k
und v =y v’ fiir ein v/ mit [v/| < k. Weil nun =yC= gilt dann u' =u=v =V/, insbesondere
also auch (u',v’) € W, woraus direkt folgt, dass u =y u’' =y v/ =y v, was zu zeigen war. [

Wir zeigen nun noch den Satz von Eilenberg-Schiitzenberger.
Beweis des Satzes Wir zeigen die Aquivalenz in zwei Richtungen, wovon die eine als
Ubungsaufgabe gestellt wird.

,<=" siehe Ubungsblatt 6, Aufgabe 3

»=" Sei V eine Varietat, so gilt einerseits:

@ Es gibt eine Folge von Monoiden My, M1,M,,--- € V, so dass jedes Monoid M € V ein
homomorphes Bild fast aller My;s ist.
Dies ist leicht und schnell zu sehen, denn seien Sy, S1,S>,... die Elemente von V (bis auf
Isomorphie). Definiere dann M,, als

n
Mp=][St (n>0.
i=0
——
eV

Fur alle Monoide M € V ist M = §,,, fur ein m > 0. Fir n > m erhalten wir dann
folgenden surjektiven Morphismus

n T[m‘ N \ = \
Mn :1_[1:0 S‘L T1>, Sm le 7 M,

wobei 7y, die Projektion (sg,...,sn) — (sm) beschreibt. Dementsprechend ist M
homomorphes Bild von My mit n > m.

Wir betrachten nun fiir n > 0 folgende Kongruenz auf X;:
U=nv <= Myperfiulltu=v < fur alle Morphismen h : Xj, = My, gilt h(u) =h(v)
Dann gilt andererseits:

(2) Xi/=n €V fiirn > 0.
Dieser Fakt ist ebenso ersichtlich, denn seien hy,...,h, : X;; = M,, die endlich vielen
Morphismen von X}, nach M;,. Betrachte dann den Morphismus

p Faktoren
——

P
g: X, — HM“’
i=1

w — (hy(w),...,hy(w)).
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Dann ist = der Kern von g. Mit dem Homomorphiesatz folgt dann direkt
)
Xo/=n = g[X;] € [ [Ma.
i=1

Weil M, € V und V unter endlichen Produkten und Untermonoiden abgeschlossen ist,
folgt direkt Xn/=, € V.

Nach @ ist =, eine endliche Kongruenz und damit nach Lemma |3.29| endlich erzeugt,
womit es eine endliche Menge W,, C=,, gibt, welche =,, erzeugt.

Sei E = (s; =ti)i>0 eine Folge, die alle Elemente von U W, auflistet. Wir wollen dann zeigen,
n=>0

dass V=V(E) gilt.

,C“ Sei M € V. Nach @ gibt esm > 0, so dass M ein homomorphes Bild aller M;; mitn > m
ist. Weil M,, alle Gleichungen in W,, erfiillt, gilt das auch fiir das homomorphe Bild M
von M. Also erfiillt M alle Gleichungen in (J,,~, Whn, sprich fast alle Gleichungen in

E.

,2“ Sei M € V(E). Wdhle n > |[M|, so dass M alle Gleichungen
in Wy erfullt. Wahle einen surjektiven Morphismus

h : X, - M. h=
XE ——— Xi/=n

Dann gilt h(u) = h(v) fir (u,v) € Wy, das heiit W;, C=,, und
=nC=p, da W;, der Kern von h. Nach dem Homomorphiesatz h le
gibt es einen Morphismus e : Xi/=, = M miteoh= =h. M

Weil Xi/=,, € V (nach @ und V unter homomorphen Bildern abgeschlossen ist, ist
MeV.

3.6 Varietaten von Sprachen

Unser Ziel wird in diesem Kapitel sein eine generische Korrespondenz zwischen den Eigenschaften
von Sprachen und Monoiden, das heifit ein gemeinsames Dach uber Ergebnissen der Form

L hat die Eigenschaft P < Syn(L) hat die Eigenschaft Q,

zu finden.

Typischerweise ist die Klasse V aller endlicher Monoide mit Eigenschaft Q eine Varietat von
endlichen Monoiden, das heif3t abgeschlossen unter endlichen Produkte, Untermonoiden und
homomorphen Bildern. Man kommt schnell auf die Idee Sprachen mit einer Eigenschaft P ebenso
durch Abschlusseigenschaften zu charakterisieren.

Notation

Fir eine Klasse V von reguldren Sprachen bezeichnet V() die Menge aller Sprachen tuber X

in V.

Damit lasst sich nun definieren:
Definition 3.24

Eine Varietiat von Sprachen ist eine Klasse V von reguldren Sprachen, welche unter booleschen
Operationen, Ableitungen und homomorphen Urbildern abgeschlossen ist.
Genauer: Fur alle Alphabete ~ und A gilt ...
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(@) ... KKLeV(Z) = KULKNLI\LO,X* € V(L).

(b) ... LeV(Z)und v,w € L* = v 'Lw™! € V(X), wobei wir definieren
viltw = { uel” ] vuw € L}.

(c) ... LeV(X)und h : A* — X* ein Morphismus, dann gilt

h[L={weA*|h(iw) eL} € V(A).

Lemma 3.30

Fir jede Varietat V von endlichen Monoiden ist die Klasse V mit
V(Z)={LC£*| Syn(L) eV}

eine Varietdt von Sprachen.

Beweis: siehe Ubungsblatt 7, Aufgabe 1. O
Beispiel 3.9: Fiir V = aperiodische endliche Monoide ist V = alle sternfreien Sprachen (nach Satz
[3.21). Insbesondere sind die sternfreien Sprachen unter Ableitungen und homomorphen Urbildern
abgeschlossen (was direkt schwer zu beweisen ware). XK

Lemma 3.31

Sei V eine Varietit von Sprachen und L € V(Z).
Dann liegt jede von Syn(L) erkannte Sprache in V.

Beweis: Sei h : A* — Syn(L) ein Morphismus.
Wir wollen zeigen, dass h™'[x] € V(A) fiir jedes Element x € Syn(L).

Sei dazu hy der syntaktische Morphismus von L. Wahle dann den A* 9 ¥

Morphismus g : A* — X* mit hy o g = h. Dieser muss nach
Homomorphiesatz existieren und eindeutig sein. Dann ist \ th
Syn(L)
hlx =g [h_] [x]} .

Weil V nun per definitionem unter Urbildern abgeschlossen ist, gentigt es zu zeigen, dass fir
beliebiges x € Syn(L) h™'[x] € V(Z) gilt. Weil L von h erkannt wird ist L = h™![S] fiir S C Syn(L).
Definiere dann

E={(u,w) € " x I | hy (u)xh; (w) € S}.

Golte nun
h[1[x]: ﬂ vitw™! \ U vitw |,
(vyw)€eE (vyw)¢E

so folgte direkt, dass hf [x] € V(X), da V unter booleschen Operationen und Ableitungen
abgeschlossen ist. Zeigen wir nun also die Gleichung:

,C“ Seiue h{'[x] und (v,w) € E. Dann ist
hy (vuw) = hy (v)xhy (w) € S,

also vuw € hf [S] = L und somit auch u € v 'Lw™'. Analog gilt fiir (v,w) ¢ E, dass u ¢
v 'Lw~!. Dementsprechend ist u ein Element der rechten Seite.
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»2“ Seiu nun ein Wort der rechten Seite. Dann gilt fur alle Worter vyw € £*, dass
hi(vihi(uwh (w)eS <  hi(v)xhi(w) €S.
Waihle nun y € hT[x] beliebig. Dann gilt

hy(v)he (u)hp(w) €S
hL(V)XhL(W) €S
hi(vIhe(y)he(w) €S
vyw € L.

vuw € L

te ¢

Also gilt u =[ y, das heifit hy (u) = hy (y) = x, woraus folgt, dass u € h? [x] gelten muss.

O
Lemma 3.32
Sei V eine Varietat von endlichen Monoiden und M € V. Dann gibt es ein Alphabet £ und von
M erkannte Sprachen Ly,...,Lyx C ¥, so dass M ein Untermonoid von
k
[ [syn(L)
i=1
ist.
Beweis:
Wihle X so, dass ein surjektiver Morphismus e : £* — M existiert. >* € s M
Sei Ly, = e~ [m] fiir m € M und 7, der eindeutige Morphismus mit o
hyo
h]_m =Timoe. Syn(Lm)

Betrachte nun den Morphismus

mwm:M— H Syn(Ly), ne <7tm(n)>

mEM.
meM

Wir behaupten nun, und beweisen gleich, dass 7tinjektiv ist. Denn seien m,n € M mit t(m) = 7t(n),
so gilt insbesondere 7, (M) = 7ty (n). Wahle dann vyw € £* mit e(v) = m und e(w) =n. Dann gilt

he,, (V) = (7t 0 €) (v) = 7t (m) = 7t (n) = (7t 0 €) (W) = h,, (W),

womit v =g, w. Wegen v € L, gilt dann auch w € L;;; und somit n =e(w) =m.
Aus der Injektivitat von 7 folgt dann

M = t[M] Ug[' H Syn (L),

meM

was zu zeigen war. O]

Lemma 3.33

Fur jede Varietat V von Sprachen ist

V= { M ‘ M ist endliches Monoid und jede von M erkannte Sprache liegt in V }
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eine Varietat von endlichen Monoiden.

Beweis: Wir sehen dieses Lemma als eine Kosequenz der folgenden Beobachtungen fur beliebige

endliche Monoide M, N an: Einerseits ist gemaf3 Proposition 3.17.@ und 3.1 7.@ eine jede von
einem Untermonoid oder homomorphen Bild von M erkannte Sprache auch von M erkennbar,

andererseits ist gemafs Proposition 3.17.@ jede von M x N erkannte Sprache eine boolesche
Kombination von Sprachen, welche von M oder N erkannt werden. O

Lemma 3.34

Fiir jede Varietdt V von Sprachen wird V von den Monoiden Syn(L) mit L € V erzeugt, das heif3t
V ist der Abschluss der Klasse { Syn(L) ‘ LeV } unter endlichen Produkten, Untermonoiden
und homomorphen Bildern.

Beweis: Sei W die von den Syn(L) erzeugte Varietdt von Monoiden, wobei L € V gilt. Wir zeigen
dann, dass V=W.

,C“ Fir jedes L € Vist Syn(L) € V nach Lemma Weil W nun von den Monoiden Syn(L) mit
L €V erzeugt wird, folgt automatisch W C V.

»,2“ Seinun M € V. Nach Lemma gibt es dann von M erkannte Sprachen Ly,...,Ly mit

k
M — [ [Syn(Ly).

i=1

Dann ist L; € V nach der Definition von V und damit Syn(L;) € W nach der Definition von
W. Also ist M € W, weil W unter endlichen Produkten und Untermonoiden abgeschlossen
ist. O]

Satz 3.35 (Eilenberg-Korrespondenz)
Die Abbildungen

V—V und Vi—7V

sind zueinander invers, das heifit sie definieren eine bijektive Korrespondenz zwischen
Varietdten von Sprachen und Varietaten von endlichen Monoiden.

Beweis: Fur alle Varietaten V von Sprachen und V von Monoiden schreibe ...

. ...V%V,fallsV(Z):{LgZ*

Syn(L) eV}

e ...V=V, fallsV= { M endliches Monoid ‘ jede von M erkannte Sprache liegt in V }
Wir zeigen nun die Korrespondenz in zwei Richtungen:

@ SeiV—Vund V— W, so wollen wir zeigen, dass V ="W.

,C“ Sei L €V.Dann ist nach Lemma Syn(L) € V und somit per definitionem L € W.

»2“ Sei L € W. Dann gibt es per definitionem ein M € V, das L erkennt. Nach Definition
von V liegt jede von M erkannte Sprache in V, insbesondere also L € V.

@ SeiV—"Vund V— W, so wollen wir zeigen, dass V. =W.
»C“ Sei M € V. Nach Lemma gibt es von M erkannte Sprachen Ly,...,L} mit

k
M [ [syn(Ly),

i=1
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insbesondere gilt also Lj,...,Lxy € V. Nach Lemma folgt nun aber
Syn(L;),...,Syn(Ly) € W und somit auch M € W, da W eine Varietat ist.

,2“ Furjedes L € V gilt per definitionem Syn(L) € V. Weil W nach Lemma von den
Syn(L) mit L € V erzeugt wird folgt W C V.

]
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KarPiTEL

REGULARE SPRACHEN UND TOPOLOGIE

Ziel dieses Kapitels ist eine topologische Charakterisierung der regularen Sprachen als offen-
abgeschlossene Mengen im Raum der proendlichen Worter.

4.1 Grundlegendes

Wir wollen zu Beginn ersteinmal den Begriff des metrischen Raumes pragen:
Definition 4.1 (Metrik)

Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion

d: XxX—=R"=[0,00),
so dass fur x,y,z € X gilt:
@ d(x,x) =0und d(x,y) > 0 fur x # y (Positivitat)
@ d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie)

@ d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (Dreiecksungleichung)
Definition 4.2 (Metrischer Raum)

Ein Raum (X, d), wobei X eine Menge und d eine Metrik auf X ist, heifst metrischer Raum. Ist
die zugehorige Metrik klar, so wird der Raum auch mit der Menge identifiziert.

Beispiel 4.1:

a. R ist ein metrischer Raum bezuglich der euklidischen Metrik
d(x,y) =x—yl.

b. Die Menge {0,1}n der n-stelligen Bindarworter ist ein metrischer Raum bezuglich der
Hamming-Metrik

d(v,w):HiE {1,...,n} ‘viiwi}

Definition 4.3
Sei ~ Alphabet, M ein Monoid und v,w € L*.

@ Ein Morphismus h : £* — M trennt v und w, falls h(v) # h(w).
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@ M trennt v und w, wenn ein solches h existiert, welches v und w trennt.

Intuition

Sind v und w strukturell dhnliche Worter bendtigt man ein groles Monoid, um sie zu trennen

Definition 4.4

Fir v,w € X* definiere

rv,w) = min{ M| ‘ M ist endliches Monoid, welches v und w trennt }

und
d(v,w) = 2w

Wir verwenden dabei die Konvention, dass min()) = co und 27 = 0.
Es gilt damit also:

div,iw)<2™ <= Kein Monoid der Grole < n trennt v und w

Beispiel 4.2:

a. Alle Worter u,v € £* mit |u| < |v| lassen sich durch ein Monoid der Grof3e [u| + 2 trennen,
namlich durch

My = {0,1,...,!ul+1} mit 16 = min{i+j, [ + 1},

Fur den Morphismus
h : Z*—>M‘u‘+1,aGZH1

gilt h(u) = [u| # [u/+ 1 = h(v). Dementsprechend ist d(u,v) > 2~(u+2),

b. Alle Worter der Form va und wb mit vyw € {a,b}* lassen sich durch ein Monoid der Grofse
3 trennen, namlich

W ={1,a;,a;}, mita;-aj=gq;furi,j=1,2.

Fur den Morphismus
a— a
b— a

h: {ab}’ %uz,{
gilt h(va) = a; und h(wb) = a,. Das heif3t fiir die Metrik d(va,wb) > 23 =1y,
X

Lemma 4.1

d ist die Metrik auf Z*. Fur alle u,v,w € Z* gilt zudem die verschirfte Dreiecksungleichung
d(u,v) < max{d(u,w),d(w,v)} < d(u,w) +d(w,v),
sowie die Kuiirzungsregel

dluv,uw) < d(vyw) und d(vu,wu) < d(v,w).
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Beweis: Seien u,v,w € L* beliebig. Wir zeigen die Metrikeigenschaften, die verscharfte
Dreiecksungleichung, sowie die Kiirzungsregel:

ad i (Positivitat) Es ist klar, dass d(w,w) = 0. Fur v # w ist d(v,w) # 0, das heifdt es gibt ein
endliches Monoid M, welches v und w trennt. In der Tat: Betrachte L = {w} und M = Syn(L).
Weil der syntaktische Morphismus hy : £* - M die Sprache L erkennt, trennt er v und w.

ad ii (Symmetrie) Klar
ad iii (Dreiecksungleichung) wird durch die verscharfte Dreiecksungleichung gezeigt.

ad iv (verschirfte Dreiecksungleichung) Sei M ein endliches Monoid, welches v und w trennt.
Dann trennt M entweder v und u oder u und w. Hieraus folgt direkt

r(v,w) Z min{r(v,u),r(u,w)}

und somit auch
d(v,w) < max{d(v,u),d(u,w)}

ad v (Kurzungsregel) Sei M ein endliches Monoid, welches vu und wu trennt. Dann trennt M
auch v und w. Dementsprechend ist r(vu,wu) > r(v,w) und somit auch d(vu,wu) < d(v,w).

]

Notation

Fir n > 1 und v,w € £* definere

v=pw <= dv,w)<2™"
<= Kein Monoid der Grofle £ < n trennt v und w

Korrolar 4.1.1

=, ist eine endliche Kongruenz auf Z*.

Beweis: Die Kongruenzeigenschaft folgt direkt aus Lemma Betrachte — zum Nachweis der
Endlichkeit — alle Morphismen von £* in Monoide der Grofie £ < n (bis auf Isomorphie):

hy: 2" =M; furiel.
Dann ist I endlich und fur alle vyw € * gilt
v=Eaw <= hi(v)=hiw)Viel.

Also ist folgende Abbildung wohldefiniert und injektiv:

h : Z*/En — HMi’
iel
wl=, — (hilw))ier

Weil [ [;c; My endlich ist, ist auch **/=,. O

Definition 4.5 (Offenheit, Abgeschlossenheit)

Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und ¢ > 0. Dann ist

B(x,e):{yeX)d(x,y)<e}
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die offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius ¢.
Eine Teilmenge U C X heif3t offen, wenn fur jedes x € U ein € > 0 existiert mit

B(x,¢e) C U.

Insbesondere ist B(x, ) selbst eine offene Menge.
Eine Menge C C X heifst abgeschlossen, wenn X\C offen ist. Eine Menge A C X heifdt
abgeschloffen, wenn X\ A sowohl offen als auch abgeschlossen ist.

Definition 4.6 (Topologie)

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bilden die offenen Mengen von X eine Topologie, das
heifst ...

— () und X sind offene Mengen.
— Sind U; (i € I) offene Mengen, so ist auch | J;; U; offen.

— Sind Uy,...,Uy offene Mengen, so ist auch (;_; U; offen.

Lemma 4.2

2* tragt die diskrete Topologie, das heifit jede Menge ist offen.

Beweis: Fur U C £* gilt U = |J,cy {u}. Damit gentgt es zu zeigen, dass fiir u € £* {u} offen
ist. Sei M = Syn({u}) und n = |[M|. Wir zeigen nun, dass wenn B(u,2 ™) = {u} gilt {u; offen
ist. Sei dazu v € B(u,27™), also d(u,v) < 2™ und somit r(u,v) > n. Damit werden u und v vom
kleinem Monoid der Grofie < n getrennt. Insbesondere ist M ein solches MOnoid, das heif3t der
syntaktische Morphismus h{u} : L* — M identifiziert u und v, womit u = v gelten muss. O

Proposition 4.3

Jede offene Kugel in X* ist eine regulare Sprache. Umgekehrt ist jede regulare Sprache L C X*
eine endliche Vereinigung von offenen Kugeln.

Beweis:

,=“ Seiw € Z*und ¢ > 0. Zu zeigen B(w,¢e) C I* ist reguldr. Wahle n > 0 mit 2~ (1) < ¢ <27,
Betrachte den Morphismus

T @ 25— /=, ur [u]=

Dann erkennt 7, die Sprache B(w,¢), denn

B(W) 8) = B(Wazin)
= {v er”

vznw}
= [wl=

i 19

= ﬂ;] [7tn (W)]

»<=“ Sei L C L* reguldr. Wahle das endliche Monoid M und einen Morphismus h : £* — M, der L
erkennt, das heifSt

L=h""[S] mit$SC M.
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Sei n =|M]|. Fir alle vyw € X* gilt

v=nw= h(v) =h(w). .
19
Gemafs Homomorphiesatz gibt es ein \ '

M
g:%/=—M mit gom=h.
Es folgt
L= h'Sl=m'[g'sl = |J ']
wl=, €9 (8]

- U [W]:n

W=, €97 1S]
= U B(w,27™)

wl=, g~ 1[S]

O

Definition 4.7 (Stetigkeit)

Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Funktion f : X — Y ist stetig, wenn gilt, dass

VxeX.Ve>0.35>0.Vx €X. (dx(x,x") <8) = dy(f(x),f(x")) <e.

Man kann dann folgende Aquivalenzen zeigen, wir wollen dies an dieser Stelle iiberspringen:

Satz 4.4 (Aquivalenzen der Stetigkeit)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ f ist stetig.

@ Fur jede offene Menge U C Y ist £1[u] € X offen. (In anderen Worten: Offene Mengen
haben offene Urbilder)

@ Fur jede abgeschlossene Menge C C Y ist f~1[C] C X abgeschlossen. (In anderen Worten:
Abgeschlossene Mengen haben abgeschlossene Urbilder)

Definition 4.7 (Stetigkeit —[fortgesetzt))
Eine Funktion f : X — Y ist gleichmaflig stetig, wenn gilt, dass

Ve>0.36>0.Vx,x €X. (dx(x,x') < 6) = dy(f(x),f(x")) < e.

Man kann zeigen:

Lemma 4.5 (Aussagen zur (gleichmdfigen) Stetigkeit)

Jede gleichmaflig stetige Funktion ist stetig. Sind f : X - Yund g : Y — Z (gleichmafig)
stetige Funktionen, so ist auch die Verkettung dieser gof : X — Z (gleichmafig) stetig.

Proposition 4.6

Eine Funktion f : A* — Z* ist genau dann gleichmaflig stetig, wenn fiir jede regulare Sprache
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L C £*auch f'[L] C A* reguldr ist.

Beweis:

,=“ Seif : A* — L* gleichmifig stetig und L C I* regulir. Zeige nun, dass f~'[L] regulir ist.

Il<:

o«

Weil ein endliche Vereinigung von offenen Kugeln in &* existiert, dirfen wir L = B(w, ¢) mit
w € X* und € > 0 annehmen.

f ist gleichmaRig stetig = (In >0.Vu,ve A" d(u,v) <27 = d(f(u),f(v)) <e). ()

Wir behaupten nun
= |J Bw2™),
uef— L]

denn

,C“ Klar.
,2“ Seive B(u,27™) fir ein u € f~'[L]. Dann ist f(u) € L = B(w, ¢), das heifit d(w, f(u)) < e.
Wegen d(u,v) < 27" gilt dann gemaf3 () d(f(u),f(v)) < e. Daraus folgt aber unmittelbar

<& <€
A A

d(f(v),w) <max< d(f(v),f(u)),d(f(u),w) p <e.

Dann folgt aber f(v) € B(w,e) =L, woraus folgt, dass v € £ [L.

Betrachte dann den Morphismus

T @ AY = A= wi— wl= =B(w,2™™)

=n

und erkenne, dass f~'[L] von 7t,, erkannt wird, denn

! [L] = U B(u)z_n) = U 7'(7_1] [t (W)] = 717_11 U T (u) |,
(L]

uef-1 uef—1[L] uef—1[L]
womit dann folgt, dass f~'[L] regular ist.

Sei f1[L] regular fur jede regulare Sprache L C X*. Fixiere dann n > 0. Sei B,, die endliche
Menge aller offenen Kugeln in Z* mit Radius 27™. Fiir jedes L € B,, ist =11 regular. Definiere
dann

k:max{ ‘Syn (f_1[L]>‘ ) Le B, }

Wir behaupten nun, dass fiir alle u,v € A* gilt, dass
d(u,v) <27 = d(f(u),f(v)) <27™,

woraus die gleichmafige Stetigkeit von f folgt.
Man sieht, dass die Behauptung gilt, denn sei d(u,v) < 27%. Weil die Kugeln in B, eine
Partition von L* bilden, gilt

Also gibt es ein L € B, mit u € L. Wegen d(u,v) < 2% werden u und v von keinem
Monoid der Grofle £ < k getrennt. Insbesondere werden sie nicht von dem syntaktischen
Monoid Syn (f_] [L]) getrennt. Wegen u € 11 folgt dann auch v € f~'[L] und somit folgt,
da f(u),f(v) e L, d(f(u),f(v)) <27™

]
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Korrolar 4.6.1
Jeder Morphismus h : A* — X* ist gleichmafig stetig.

Wir beschaftigen uns nun mit einem weiteren zentralen Thema, der Konvergenz von Folgen.

Definition 4.8 (Konvergenz)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (xn)n>0 von Elementen konvergiert gegen ein x € X,
wenn
Ve>0.dng>0.Vn>ng. dix,xn) <e.

Notation

Wenn die Folge (xn)n>0 € X gegen x € X konvergiert, so notieren wir

Xn — X fur n — oo.

Eine andere Notation ist es die Bedingung n — oo auf den Konvergenzpfeil zu schreiben.

Ein weiterer Satz Uuber stetige Funktionen, welcher bereits aus grundlegenden
Analysisveranstaltungen bekannt sein sollte ist:

Satz 4.7 (Erhaltung von Grenzwerten)

Eine Funktion f : X — Y ist genau dann stetig, wenn sie Grenzwerte von Folgen erhalt, das
heif3t fur (xn)n>0 € X und x € X gilt

Xn 2 X = f(xn) 2 f(x).

Definition 4.9 (Cauchy-Folge)
Eine Folge (xn)n>0 € X heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve>0.dng>0.Vmmn=ng. d(xm,xn) <E€.

Es gilt, dass eine jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist, nicht aber umgekehrt. Diese
,Lucke” fuhrt uns zum Begriff der Vollstandigkeit:

Definition 4.10 (Vollstindigkeit)

Ein metrischer Raum (X, d) heif3it vollstindig, wenn umgekehrt jede Cauchy-Folge auch gegen
ein Element aus der Menge X konvergiert.

Beispiel 4.3: Q ist nicht vollstandig, R hingegen schon. Man betrachte fiir ersteres dazu die Folge
beschrieben durch

E:{xe(@’x2<2}

und sehe, dass sie keine obere Schranke in Q hat und damit auch nicht in Q konvergiert. R ist
uber die Vervollstandigung (siehe unten) von Q deﬁniertﬂ X

!Die Definition iiber die Menge aller Dedekind’schen Schnitte ist dazu selbstverstdndlich dquivalent hierzu.
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Definition 4.11 (Vervollstindigung)

Eine Vervollstindigung von X ist ein Raum ()2, 3) zusammen mit einer Funktion

L: X=X,
so dass ...
@ X vollstandig ist.

@ ... list eine isometrische Einbettung, das heifst

¥ %,y d(L(x), 1y)) = d(x,y).
Man kann also X als Unterraum von X auffassen.

@ ... X liegt dicht in X, das heift fiir alle x € X gibt es eine Folge (xn) C X mit x, — x fur
n — oo.

Beispiel 4.4: R ist definiert als eine Vervollstandigung von Q. XX
Wir kommen nun zur universellen Eigenschaft der Vervollstandigung. Auch diesen Satz werden
wir an dieser Stelle nicht beweisen, da er analog zum Beweis von Satz ablauft.

Satz 4.8

@ Jeder metrische Raum X hat eine Vervollstandigung X und diese ist bis auf isometrische
Isomorphie eindeutig bestimmt.

@ Fir jeden vollstandigen Raum Y und jede gleichmaf3ig stetige Funktion f : X — Y gibt
es genau eine gleichmaflige stetige Funktion f : X = Y mit fo.=f. Wir nennen dies die
universelle Eigenschaft von X.

|

=< <-;;- >

Konstruktion von X Zwei Cauchy-Folgen (xy), (yn) € X sind dquivalent, wenn
d(XnyYn) 0.
Definiere X dann als die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in X mit Metrik

df( ([(xn)]y [(yn)]) = nlgrgo d(xn,Yn).

Die Einbettung von X in X ist dann gegeben durch

L: Xo— )/(\,x~—> (%, %, %,y ... )]

4.2 Proendliche Worter
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Definition 4.12 (Proendliche Warter)

Sei £* die Vervollstandigung von *. Die Elemente von T* heiflen proendliche Worter uiber X.

Definition 4.13 (Produktmetrik)

Seien X,Y metrische Rdume. Definiere dann den Produktraum

XxY:={(xy)|xeX,yeY}

mit der Metrik
der(%,y), (', y")) = max { dx(x,x), dy (y,y") }-

Man kann auch hier zeigen:

Lemma 4.9 (Aussagen iiber Produktrdume)

Die Projektionen
x : XXY—=X und Ty : XXY—=Y

sind dann gleichmafig stetig.

Eine Funktion f : Z — X x Y ist genau dann gleichmafig stetig, wenn beide Komponenten
mix o f und 7y o f gleichmaflig stetig sind.

Sind Xy € X und Y, C Y dichte Unterraume, so ist Xy x Yo € X x Y ebenso dicht. Sind X und Y
vollstandig, so auch der Produktraum X x Y.

Wir werden dieses Lemma nun nicht beweisen; ein Beweis ist in jedem Standardlehrbuch der
Analysis/Topologie zu finden.

Proposition 4.10

Die Monoidoperation auf X*
DX X 2 (uyv) = uv

ist gleichmafig stetig und kann insbesondere eindeutig zu einer gleichmafliig stetigen bindren
Operation auf I* fortgesetzt werden. Bezliglich dieser Operation ist £* ein Monoid mit
neutralem Element e.

Beweis: Wir zeigen zuerst die gleichmaRige Stetigkeit: Fir u’,u,v';v € £* gilt
dluv,uv') < max{d(uv,uv/),d(uv’,u’v’)}
< max{d(v,v'), d(u’,u’)}
< dpers((wv), (W),

Damit folgt die gleichmafsige Stetigkeit der Operation auf L*.
Fur den zweiten Teil betrachten wir folgendes Kommutativitatsdiagramm:

RIS LI IV SR SR
T* : , TF

Seit : £*— L* die isometrische Einbettung. Dann ist

LX L 2F XX T X%
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die Vervollstandigung von £* x £*. Nach der universellen Eigenschaft der Vervollstindigung gibt
es nun eine eindeutige gleichmaflig stetige Funktion

T XEX IR XF

fur die das Quadrat kommutiert.
Wir schreiben dann (x,y) — xy fir diese Operation und | zeigen ihre Assoziativitat und die Existenz

eines neutralen Elements €. Seien x,y,z € T*. Weil Z* C T+ dicht ist, gibt es Folgen (xn), (Yn),(zn) C
2%, die gegen x, y und z konvergieren.
Aufgrund der Stetigkeit der Operation gilt nun

n—oo n—oo
x(yz) ¢—— xn(Ynzn) = (XnYn)zn — (xy)z.
Fur das neutrale Element zeigt man die Eigenschaft analog:

XE = EX =X.

Bemerkung

Die piskreTE METRIK auf einer Menge X ist gegeben durch

0 ,wennx=
d(x,y) ={ Y.

1 , sonst

Bezuiglich dieser Metrik ist die Topologie von X diskret. Konvention: Jedes endliche Monoid
wird als diskreter metrischer Raum aufgefasst.

Proposition 4.11

Jeder Morphismus h : £* — M in ein endliches Monoid M ist gleichmaflig stetig und kann
eindeutig zu einem gleichmafig stetigen Morphismus h : X* — M fortgesetzt werden.

Beweis: Sei M endlich und h : £* —+ M ein Morphismus. Wir stellen fest, dass fur alle u,v € **
der Zusammenhang

d(u,v) <27 ™M= h(u) =h(v)

gilt. Also ist h gleichmafig stetig. Wegen der universellen Eigenschaft von T+ ldsst sich h eindeutig
zu einer gleichmaflig stetigen Funktion h : £* - M fortsetzen, da M als diskreter Raum
vollstandig ist. Was noch zu zeigen ist, ist die Morphismuseigenschaft fiir h. Es gilt offensichtlich
}Al(e) =h(e) = 1. Betrachte nun also

D= { (u,v) € TF X I* }At(uv) = ﬁ(u) -ﬁ(v)}

die Menge aller Elemente, welche die Morphismuseigenschaft erfiillen. Zu zeigen bleibt nur noch
die Gleichheit von D mit * x £*. Da h Morphismus ist gilt £* x £* C D. Weil nun aber X* x *
dicht in £* x £* liegt, ist auch D dicht. Es gentigt also zu zeigen, dass D C TEx I abgeschlossen
ist. Denn allgemein gilt, dass wenn X ein metrischer Raum ist und D C X ein dichter Unterraum
ist, welcher ebenso abgeschlossen ist, ebenso D = X gelten muss.
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Seinun 7 : 5% x £* — £* die Monoidoperation von *und 0 : M x M — M die Monoidoperation
auf M. Dann gilt allerdings

abgeschlossen abgeschlossen
. i,
~ N\ ~  ~\\ !
= U | (RoR) min(oo(hxh)) ml|,
meM
abges?hlossen

denn weil h, @ und o stetig sind, sind auch alle diese Urbilder abgeschlossen, womit die
Abgeschlossenheit von D folgt. O

Korrolar 4.11.1

T* ist das freie proendliche Monoid uber X: Jede Funktion hy : ¥ — M in ein endliches
Monoid kann eindeutig zu einem gleichmaflig stetigen Morphismus h : * — M fortgesetzt
werden.

Definition 4.14

Ein endliches Monoid M trennt u,v € T*, wenn ein stetiger Morphismus h : £ > M mit
h(u) = h(v) existiert. Definiere dann

r(u,v) = min{ M| ‘ M trennt uund v }

Korrolar 4.11.2

Die Metrik von Z* ist gegeben durch

d(u,v) =27 fur u,v € T,

Beweis: siehe Ubungsblatt 7, Aufgabe 4 O

Korrolar 4.11.3

Sei (un) C T* und u € I*. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

n—oo
@ un 25

@ Fir jeden Morphismus h : * = M in ein endliches Monoid gilt

‘rAt(un) = }Al(u) fur hinreichend grofles n

Beweis:

ad , @ = @ * Seiun — u fir n — co. Weil U stetig ist, gilt

n—oo

R (wn) %% h(w);

weil M diskret ist, folgt @
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ad , @ = @ “ Sei @ erfillt und k > 0. Weil es nur endlich viele Monoide der Grofie < k gibt,
gibt es ng > 0, so dass fur alle Morphismen

h:Z*—>M (IM] < k)

gilt, dass ﬂ(un) = ﬁ(u) fiir n > ng. Also gilt d(Uy,u) < 27 fiir n > no, woraus
folgt, dass un Do, .

O
Wir werden nun ein explizites Beispiel fiir ein proendliches Wort kennenlernen in Beispiel 4.5:
Das proendliche Wort x ist fur x € Z* definiert als

. |
x%:= lim x™.
n—oo

Wir wollen nun das Beispiel durch folgendes ,Satzchen® rechtfertigen:

»Sdtzchen” 4.12 (Rechtfertigung von Beispiel 4.5)

Sei x € Z*.

@ Die Folge (x“!)n>0 ist eine Cauchy-Folge in *, das heiflt, dass der Limes x* existiert.
@ x% ist idempotent.

@ Fir jeden Morphismus h : * - M in ein endliches Monoid gilt

h(x®) = h(x)%
——
eM

Beweis:

ad @ Es gentiigt zu zeigen, dass fur allen > O und p,q > n

d (xp!,xq!) <2™

gilt. Sei dazu M ein Monoid der Grofie £ < n und h : £* - Mein stetiger Morphismus.
Fury € M ist
yY=y" furr < M| < n.
Weil r ein Teiler von p! ist, folgt
Y=y =y"
Man zeigt dann analog y* =y9%. Daraus folgt dann mit y = h(x), dass

~ ~ 1 ~

h (xp!) —h(x)" =h(x)® =h(x)" =h (xq!) .

ad @ Seih: £* =M stetiger Morphismus in ein endliches Monoid M. Wegen x™ =22 x® gilt

fur hinreichend grofles n, dass

R(x®) =h(x™) =h(x)™ =h(x)®.
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ad @ Wegen der Stetigkeit der Monoidoperation auf T gilt

n . nl /0w o w
X —

X XX,

Andererseits gilt aber auch

n! Xn! n—oo . _w

X — x",

denn fiir jeden stetigen Morphismus
h:Z*>M

in ein endliches Monoid gilt fir hinreichend grofies n, dass

=)

ﬁ(xn! _Xn!) — (X)w '}/{(X)w
= h(x)®=h(xY).

Somit gilt dann x* - x* =x®.

Wir kommen nun zu dem ebenso wichtigem Thema der Kompaktheit:

Definition 4.15 (offene Uberdeckung, Kompaktheit und totale Beschrinktheit)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine offene I"Jberdeckung von X ist eine Familie U; miti €1
von offenen Teilmengen von X mit
X = Ju.

iel
X heiflt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung U; mit i € I eine endliche Teiliberdeckung
hat, das heift es gibt eine endliche Teilmenge Iy C I, fur die gilt, dass

X=Ju.
iely

X heifdt total beschrankt, wenn X fur jedes € > 0 durch endlich viele offene Kugeln vom Radius
¢ uberdeckt werden kann.

Auch hier kann man zeigen:

Lemma 4.13 (Aquivalente Definitionen der Kompaktheit in metrischen Raumen)

Aquivalent zur Defintion der Kompaktheit ist es zu sagen, dass jede Folge (xn) C X eine
konvergente Teilfolge besitzt, oder X vollstandig und total beschrankt ist.

Anmerkungen

Es gilt:

e Ist X total beschriankt, so ist auch X total beschrinkt. (=)

e Xist kompakt genau dann wenn X total beschrankt ist. (<)

e Sind X und Y kompakt, so ist auch der Produktraum X x Y kompakt. (=)
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Proposition 4.14

T ist kompakt.

Beweis: Es genligt zu zeigen, dass L* total beschrankt ist. Das ist aber klar, weil £* fur jedes n > 0
nur endlich viele offene 27" Kugeln hat, weil =, eine endliche Kongruenz ist (gemafS Korrolar
Z1.1) O

Definition 4.16

Sei P C £* gegeben.
@ P ist erkennbar, wenn es einen Morphismus
h:Z M
in ein endliches Monoid M und ein S C M gibt mit
P=h""[s].
@ Die syntaktische Kongruenz von P ist die folgende Kongruenz auf PR

s=pt<— Vu,veg.usvePﬁu’weP .

Das Monoid I*/=p ist das syntaktische Monoid von P.

Es gilt:
Lemma 4.15

Der syntaktische Morphismus

h, : f;—»ﬁ/zp,uH [ul=,

erkennt P und faktorisiert durch jeden surjektiven Morphismus h : T* —» M, der P erkennt:

" s M
\» ! g
T*=p
Beweis: Analog zu Satz[3.12} O

Proposition 4.16

Sei P C £* und M das syntaktische Monoid von P. Dann sind dquivalent:
@ P ist abgeschloffen.
@ =pC TF % IFist abgeschloffen.

@ P ist erkennbar und der syntaktische Morphismus h,, : I*—» Mist stetig.
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Beweis:

ad ,

ad ,

ad ,

(1)
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“ Furu,v e T* und QC T* definiere

uw'Quli= { xezrr

uxv € Q }

Ist Q abgeschloffen, so auch u~'Qv~', denn diese Menge ist das Urbild von Q
bezuiglich der stetigen Funktion

f: i:xi:,xr—muw.
Sei P C v+ dann abgeschloffen. Dann gilt
=p= ﬂ (u_1Pv_1 X u_1Pv_1> U (u_1Pev_] X u_]Pev_1> ,
u,ve}/:;

womit =p abgeschlossen ist. Zu zeigen bleibt noch, dass = _P— (Z* X Z*)\ =p
ebenfalls abgeschlossen ist.

Sei (sn,tn)n>o eine Folge in = _P, die gegen (s,t) € TEx I konvergiert. Wegen
Sn #p tn gibt es B un, vy € T* mit

UnSnVn € P und Untnvn € P.

Weil £* x £* kompakt ist, hat die Folge (un,vn) eine konvergente Teilfolge. Sei

(u,v) deren Grenzwert. Weil die Monoidoperation von T+ stetig ist und P und p¢
abgeschloffen sind, gilt

usv € P und utv ¢ P.

Daraus folgt, dass s #p t, womit (s,t) gzg. Also ist Eg abgeschlossen.

Sei =p abgeschloffen. Sei dann u € P. Dann gibt es ¢ > 0 mit

=p2 B 5 ((w,w),e).

Bz*(u e)xB =(u,e)

Also liegen alle Elemente von Bg;(u,¢) in derselben Klasse von =p. Folglich
ist jede Kongruenzklasse offen, das heifist die Kongruenzklassen bilden eine

offene Partition von L*. Weil L* aber kompakt ist, gibt es nur endlich viele
Kongruenzklassen, das heifit M = £*/=; ist endlich, womit die erkennbarkeit von
P folgt. Fiir [u]=,, ist

s =, = [l

offen, woraus die Stetigkeit von hp folgt.

Sei nun P erkennbar und hp ist stetig. Dann ist M endlich und
P=hy'[S]  mitSCM.

Weil S abgeschloffen ist folgt auch, dass P abgeschloffen ist.
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Notation

Sei X ein metrischer Raum und Y C X, dann ist

Y ﬂ{ C ‘ Y C C C X und C ist abgeschlossen }

{ x € X ‘ 3 (yn) €Y, welche gegen x konvergiert }

der Abschluss von Y.

Lemma 4.17

(DLCs*=L=0nz*CEng”

@ PC T* ist abgeschloffen, dann ist P = (PN Z*)

Beweis:

ad@ ,C“ klar

,2“ SeiueLNI* Sei M das syntaktische Monoid von {u} Dann trennt M jedes v#u
von u, das heifdt

r(u,v) < |M| fur w#v.

Wihle dann (uy,) C L mit w, — . Fiir hinreichend grofes n gilt dann aber
dlun,u) < 2_|M|,

womit u, = u gelten muss, also ist u € L.

ad @ Sei P C T abgeschloffen. Weil P offen und Z* dicht in I liegt, ist PN X* dicht in P. Weil P
aber abgeschlossen ist, folgt PN XZ* =P.

O

Anmerkung

Die eben verwendete Tatsache lasst sich auch allgemein formulieren: Sei X ein metrischer

Raum, U C X offen und D C X dicht, so ist UN D dicht in U.

Wir wollen nun die topoliogische Charakterisierung der regularen Sprachen formulieren und
beweisen. Doch zuerst werden wir eine leicht weiter gefasste Proposition beweisen:

Proposition 4.18

Fur L C Z* sind aquivalent:

@ L ist regular.

@ L =PNX* fur eine abgeschloffene Menge P C I

@ LC T+ ist abgeschloffen.
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@ L ist erkennbar.

Beweis:

ad , @ = @ * Sei L regular, so gibt es einen Morphismus

h:Z*—=M

mit M endlichund L = h™'[S] mit S C M. Sei h: Z* — Meine stetige Fortsetzung.
Definiere dann R
P:=h7'[S].

Weil S abgeschloffen, als Teilmenge eines diskreten Monoids, gilt dies auch fiir P.
Weil h und h auf X* iibereinstimmen gilt dann:

L=h'[S]=h '[S|NZ*=PNI*

ad , @ = @ “ Sei L =P NZX* mit P abgeschloffen, dann ist L=PNZI*=P gemafs Lemma |4.17

2

ad {3 )= @ ‘ Dies folgt aus Proposition 4.16]

(3)
ad,@:>

Sei L erkennbar, so betrachte h : £* — M den syntaktischen Morphismus von L.
Damit ist L = h™'[S] mit S C M. Sei g : X* — M die Einschrankung von h. Dann
gilt gemaf3 Lemma dass L =LNI* und somit L =LNL* =h'[S|NZ* = 9_1 [S],
woraus die Regularitat von L folgt.

O
Damit kommen wir nun zur Charakterisierung:
Satz 4.19 (Topologische Charakterisierung der reguliren Sprachen)
Es besteht eine bijektive Korrespondenz
{ regulare Sprachen tuber X } — { abgeschloffene Mengen in T }
LCr* —s LCr*
PNI* «— PCI,
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Proposition [

4.3 Topologische Charakterisierung von Varietiten

Dieses Kapitel gibt nur einzelne Aussagen wieder, diese allerdings ohne Beweis, was aus Zeitmangel
geschah. Sei aber im Folgenden X := {xo, ... } und X, := {xo, e ,xn}. Wir definieren dann:

Definition 4.17 (proendliche Gleichungen und proendliche Varietditen)

Eine proendliche Gleichung ist ein Paar (u,v) € X x X fiir ein n > 0, notiert als u =v. Ein
endliches Monoid M erfiillt u =v, wenn fiir jeden stetigen Morphismus

h @ X5 — M gilt, dass h(u) = h(v).
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Sei E eine Menge von proendliche Gleichungen, definiere dann

V(E) = { M ) M endliches Monoid, welches alle Gleichungen in E erfﬁllt}.

Auch hier gibt es eine zentrale Korrespondenz, die von Reitermann:

Satz 4.20 (Reitermann-Korrespondenz)

Eine Klasse V von endlichen Monoiden ist genau dann eine Varietdat, wenn es eine Menge E
von proendlichen Gleichungen gibt mit

V = V(E).

Beispiel 4.6: Die Varietat der aperiodischen proendlichen Monoide wird durch die proendlichen
Gleichungen

definiert. XK
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KAPITEL

AUSBLICK

Diese Vorlesung erkannten wir regulare Sprachen und ihre zugehohrigen Korrespondenzen:
endliche Automaten <= MSO <= Monoide <= proendliche Topologien

Es gibt aber noch ahnliche Ergebnisse fiir beispielsweise Sprachen von unendlichen Wortern,
Baumsprachen, gewichtete Sprachen und weitere spezifische Sprachtypen. Mittels Monaden und
Dualitdt erhalt man dann eine kategorientheoretische Verallgemeinerung der in der Vorlesung
vorgestellten Konzepte. Dies ist aber Stoff einer (beziehungsweise mehrerer) Folgeveranstaltungen.
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