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Arithmetik? Algebra? Was ist das uberhaupt?

* Arithmetik
[griech. "Zahlenlehre”]
Tellgebiet der Mathematik, das sich mit Zahlen und deren
Rechenregeln beschaftigt.

* Algebra
[arabisch]
Gleichungslehre als Teilgebiet der Mathematik,
Buchstabenrechnung, im modernen Sinne Lehre von den

formalen Rechenbereichen (Ring, Koérper u.d.), Ubernahme
(Mitte 15. Jahrhundert) von gleichbedeutend lat. algebra,
gebildet in Anlehnung an arab. al-gabr, eigentlich
"Wiederherstellung”.
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Arithmetik
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Rechnen mit grossen (Ganz-)Zahlen

* Darstellung von grossen Zahlen

° Array
Leicht zu implementieren
Quasi statisch (r eal | oc)

° Verkettete Liste

Dynamisch, schwieriger zu implementieren
Mehr overhead durch Liste (next-Pointer)

* Prinzip:
° Einzelne Ziffern (nicht zwingend Basis 10) als
Array-/Listenelemente.
© Rechnen wie in der Schule

° Implementierungsbeispiel siehe Buch "Programming
Challenges”
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Formosa’s Soldiers (Problem E, Dezember-Contest)

* Die Bewohner der Insel Formosa leben in standiger Angst
vor einer feindlichen Invasion; deswegen wurde eine riesige
Armee aufgestellt.

* Problem: Wieviele Soldaten sind angetreten?

* Ldsungsvorschlag:
Soldaten bilden Gruppen zu p Leuten. Gezahlt wird,
wieviele Ubrig bleiben. Dies wird mit unterschiedlichen
Primzahlen p wiederholt.
Aus den Resten lasst sich die komplette Anzahl an
Soldaten konstruieren.

* |n insider-Kreisen bekannt als: Formosa Theorem
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Modulare Arithmetik

Reprasentation einer Zahl durch Moduli.

Vorausgesetzt, z < m = [[ m; und alle m; paarweise
teilerfremd, lasst sich x eindeutig darstellen durch ein

Kongruenzensystem:

r; = x (mod m;)

Gabe es ein y < m mit gleicher Darstellung, so folgt x = y.
Aufgrund der gleichen Darstellung gilt (z — y) = 0 (mod m;)

und damit auch (z — y)

Zahl?
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Wie kommt man nun von der modularen Darstellung zur
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Modulare Arithmetik

* Wie kommt man von der modularen Darstellung zur Zahl?

* Finde fur jedes Paar m;, m; ein a4 mit A5 - Myi = 1 mod m;.
Dies geht Uber eeA / Bezout-Koeffizienten:

aijomi—I—b-mj:l.

* Mit diesen a;; lassen sich nun y; bestimmen:

U1
Y2
Y3

Yn

—

<_
<_
<_

1 mod 100§

(5132 — yl) - aA12 mod mso

((333 — ’3/1) " a13 — y2) * 423 mod mo

(-

- — Yn — 1) "A(n—-1)n mod mpy

((zn — y1) - azn — y2) - agr —

(1)
(2)
(3)

(4)
(5)
(6)

Und damit schliesslich z: x = y1 + yom1 + ysmimo + ...
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Modulare Arithmetik

* Beispiel:
®* r=3moddundz=2mod 7
* Bezout-Koeffizienten fur 5 und 7:

3-5—2-7=1

® Also:3-5=1mod 7, —2-7=1mod 5
* 4, bestimmen:
y1 =3
=(2—-3)-3mod 7 =14

* 1 bestimmen:
r=3+4-5=23
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Modulare Arithmetik

* Algorithmus:

° Berechne y;:
Y1 < 1
for 7 « 2 to n:
Yy < Zj — W
fori+ 1toj — 2:
Y <= Yj - Qij
Y <~ Yj - aj—14 mod m;
© Berechne z aus den y;:
r < Y1
for 7 « 2 to n:
Z <Y
fori < 1toj — 1:
Z 4 Z-my
T4 2Z2+X
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Schnittpunkte mit den Koordinatensystem

* Gesucht: ganzzahlige Losungen von
Sy — 2 =06

Erweiterter Euklid liefert: y = 6, x = 12
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Diophantische Gleichungen

* Definition:
Gleichung(ssystem), flr das nur ganzzahlige Losungen
zugelassen sind.

* Beispiel:
Fermatsche Vermutung: =" + y" = 2"
Fur n = 2 heil3en die diophantischen L6sungen
"pythagoraische Zahlentripel”.
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Diophantische Gleichungen

* Ldsungsverfahren (Gleichungssystem)

Cro + C1x1 + -+ + CrTk
eoro + €11 + -+ + exTk

YoTo + Y1T1 + - + YrTk
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(7)
(8)

9)
(10)

° Finde von Null verschiedenen Koeffizienten ¢ mit
kleinstem Absolutwert im Gleichungssystem
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Diophantische Gleichungen

* Ldsungsverfahren (Fortsetzung)

° Wenn ¢ = 1, verwende die Gleichung, um die zu ¢
gehorige Variable (hier 0.B.d.A z() zu eliminieren

°© Wenn ¢ > 1, prufe, ob wenn
comodc=cymodc=---=c, modc=0, auch d =0,
ansonsten hat die Gleichung keine ganzzahligen
Ldsungen. Dividiere Gleichung durch ¢ und eliminiere z;
wie oben.

© |st ¢ > 1 und nicht alle ¢; mod ¢ = 0, fUhre neue Variable
ein:
lc/clxg+ |c1/clxy + -+ |ep/cla =t
© Benutze ¢, um zg zu eliminieren:

ct + (cmod c1)x1 + -+ + (c mod ¢y )xx = d
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Diophantische Gleichungen

* Beispiel:

10w + 3z 4 3y + 82
ow — Tx — 5z

© ¢y einflhren:

° gy eliminieren:
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(11)
(12)

t1 =10/3w+3/3x+3/3y+8/3z2=3w+x+y+ 2z

(10 mod 3)w+(3 mod 3)x+3t14+(3 mod 3)z = w+3t1+2z = 1
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Diophantische Gleichungen

* Beispiel: (Fortsetzung)
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° w eliminieren:

6(1 —3t; —2z) — Tx — bz =2

Tx+ 18t + 17z =4

o Wie vorhin neue Variable einfihren:

° gz eliminieren:

T+ 2t1 + 2z = t9

Tty +4t1 + 3z =4
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Diophantische Gleichungen

* Beispiel: (Fortsetzung)
© Neue Variable einfihren und z eliminieren:

N e 8 8
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2t + t1 + z = t3

to+t1 +3t3 =4

17 — 5t; — 14t3
20 — 5t — 17t3
—55 + 19t + 45t3
—8 + &1 + 7i3

© Nach ¢, auflésen und Einsetzen liefert schliefdlich die
Losung:

(13)
(14)
(15)
(16)
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Gauls Algorithmus

|
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Gauld Algorithmus

* Losen von linearen Gleichungssystemen
* Bereits bekannt aus der Mathematik
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Gauld Algorithmus

* Lineares Gleichungssystem:

a11T1 + ai2rg + - - -
a21T1 + ag22T2 + - - -

An1T1 + Gn2Z2 + - - -

Matrixschreibweise:

Ax

Hier: nur n X n Matrizen.

* Eine Losung: # = A~

+ A1mTLm

+ a2mTm

+ GpmTm

=b

(17)
(18)

(19)
(20)

Bestimmung von A~! aufwendig. Lohnt sich nur, wenn man
ein LGS fur mehrere b l16sen muss.
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Gauld Algorithmus

* QOperationen des Gaulf} Algorithmus:
° Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor
o Zeile ¢ auf Zeile 5 addieren
° Vertauschen von Zeilen
Diese Operationen verandern die L6sungsmenge nicht.
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Gauld Algorithmus

o Ziel:
rechte obere Dreiecksmatrix:

/
a11T1 + @122 + a13L3 + -+ - + A1nTn

/ / /
(99T + G923 + -+ - + a 2nz,

/ /
a’n—l,n—leL—l T an—l,nxn

/

a’nn

Ln

-I_De
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(24)
(25)
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Gauld Algorithmus

* In dieser Form laldt sich die L6sung leicht finden:

bl
Lp — ,_n (26)
a’nn
a, _1.Tn+b 4
n—1,n n—
an—l,n—l
* Allgemein:
1 n
Ly = CL_ bz — Z Ak T
v k=i+1
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Gauld Algorithmus

* Wie kommt man nun zu so einer Dreiecksmatrix?

* Voraussetzung: Alle Diagonalelemente a;; # 0 fur alle
: = 1...n (LaRt sich durch Vertauschen von Zeilen
herstellen).

* Spaltenweise "nullen”.

for: <« 1ton:
forj«—i+1ton—1:
Zeile j := Zeile j - Zeile ¢ -%

11
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Gauld Algorithmus

e Algorithmus (Spalte n + 1 ist b):

for ¢ < 1 to n:
dg(—aiz-
forj <+ 1ton:
fv &
fork < i1ton + 1:
ajk = ajk — [fr - Gik
for ¢ < 1 to n:
Zi < Qi n+1

for 1 «+— n downto 2:
dg — Qj;
for j + ¢ — 1 downto 1:

. D o o
Zj & Zj — Zi* g

fors < 1ton:

Zq

2 =
H. arr?!gr FAU ’ @ii
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Gauld Algorithmus

* Beispiel

r1+x9o+2x3 = 0 (28)
1 — T9 +2x3 = 2 (29)
41 +x9 —x3 = 4 (30)

* Erste Spalte eliminieren:
x1+x20+2x23 = 0 (31)
—2x9+x3 = 2 (32)
—3332 — 55(33 = 4 (33)
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Gauld Algorithmus

* Zweite Spalte eliminieren:

x1+x2+2x23 = 0 (34)
—2rx9+2x3 = 2 (35)
—8.5r3 = 1 (36)
® Losung:
1.2308
= | —1.0769
—0.1538

= FAU |

Itemt al Collgiate Programming Contest| GauR Algorithmus — p.29/33




Gauld Algorithmus

* Alternative:

Nach Division jeder Zeile ¢ durch a;;, erhalt man eine Matrix

der Form

-I_De

( 1 12
[21 1
\ lr.n lr;z

r13
23

ln3

T'in

Ton
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Gauld Algorithmus

* Dieses LGS kann man aufsplitten in:

loy 1. 0 -+ 0
b= : : : g : (37)
\ lnl ln2 ln3 1 )
( 1 12 T13 rln\
0 1 rog - Ton
R = : : : g : (38)
\0 0 0 1
A = LR (39)
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Gauld Algorithmus

* (Fortsetzung)

A = LR (40)
AZ = b (41)
Lé = b (42)
Rr = ¢ (43)

* Ausblick: Pivotisierung
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Literatur

* A.K. Dewdney - The new Turing omnibus
* Donald E. Knuth - Arithmetik (aus der Reihe TAOCP)
* Hans Grabmuller - Numerik 1 (fur Ingenieure)

* Volker Strehl - Folien zur Einfihrung in die Theoretische
Informatik 3

* Skiena, Revilla - Programming Challenges
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