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g-I==" Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Einfaches Beispiel (2 Gleichungen, 2 Unbekannte)
2 -3][x] [1
4 2Hx2}_[10]

Ax=0>b
Bei n Gleichungen und m Unbekannten ist
» A eine nxm Matrix (n Zeilen und m Spalten)

» x ein m-Vektor
» b ein n-Vektor

2x,-3x, =1
4x, +2x, =10

Matrix-Schreibweise:
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g-I==" Lineare Gleichungssysteme (LGS)

1121 + A12T2+
a21T1 + Q22T+

Anp1T1 + Ap2To+

'+a1nxn
_%Qann

TAnpnTn

 Matrix-Vektor-Schreibweise:

« Wir betrachten (in diesem Kapitel) den Standardfall:
n Gleichungen und n» Unbekannte.

111012 A1n L1 b1
. 421022 aA2n L2 b2

Ar =b wobei A= = b ,
| Up10n2 Ann Ln _ bn
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g-I==" Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Es gibt (sehr viele) Algorithmen zum Losen von LGS

Man unterscheidet zwel Klassen:

» direkte Verfahren:

dabei wird die Losung nach endlich vielen Schritten
erreicht (sofern exakt gerechnet wird!)

» iterative Verfahren:
man startet mit einem (geschatzten) Wert (z.B. 0-Vektor)
und verbessert diesen iterativ (ggf. sehr viele lterationen)

Mit den iterativen Verfahren erhalt man nur
Naherungswerte, aber ....

Tendenz:
vollbesetzte (kleine) Matrizen -> direktes Vert.
dunnbesetzte (grolde) Matrizen - iteratives Verf.
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g-I== Erinnerung: GauB Elimination Verfahren

Ein Beispiel: X ox, Y, = 3
3x, 8X, 2x, = 11
- 2x, 2x, 6x, = -3
X, 2x, X, = 3
2x, X, = 2
2x, 4x, = 3
X, 2x, X, = 3
2x, X, = 2
3x;, = 1
SS 2017  Direkte Verfahren fur LGS
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g=I&== Erinnerung: GauB Elimination Verfahren

Ein Beispiel (cont'd):

2x, + X

3x, =
Losen durch Ruckwartssubstition:
1
)C3 = g
X, =(2-x;)/2 =§
6
5
x, =(3-2x,+x,) =3
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g~ I&< Direktes L6sen eines LGS

SS 2017

Gegeben:

»  Eine (voll besetzte), nichtsingulare Matrix A
» und eine rechte Seite b

Aufgabe: Lose die Gleichung Ax =15

Strategie: Faktorisiere 4 = A4, A, derart
dass sich die Teilprobleme
» A, y=d und A,z=e

leicht l0osen lassen

Zweistufiges Losen von Ax=b:
Erst 4,y=5b, dann A,x=y = Ax=A,(A,x)=0b
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g-I&== Faktorisierung von Matrizen

Die wichtigsten Verfahren:
Die LR-Zerlegung: 4 =L R

wobei L eine linke (untere) Dreiecksmatrix und R eine
rechte (obere) Dreiecksmatrix ist.
(im Englischen: LU-decomposition)

aj1ai2
a210a22

| Up10n2

a'nn

_l110

Z21 122

i lnl ln2

0 11 T12 - in
0 7rog Ton
O .
z 0--- 0 Tnn
nn | &= =

Die QR-Zerlegung: A =0 R

wobel

(obere) Dreiecksmatrix ist.
(im Englischen: QR-decomposition)

O eine orthogonale Matrix und R eine rechte
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g-I==" Einschub: Orthogonale Matrizen (1)

Eine nxn Matrix QO heil3t orthogonal, falls eine der
folgenden (gleichwertigen) Bedingungen erfullt ist:

Q070 =1Id (= Einheitsmatrix)

+ 00"=1d

Spalten oder Zeilen von Q bilden eine Orthonormalbasis
Die Abbildung O ist winkel- und langentreu,

O erhalt das Skalarprodukt: Oxo Qy = xoy

Zur Erinnerung (Notation) : Skalarprodukt o4 = zn:xy
1=1

Euklidische Norm (aka Lange): Winkel:

oy

_ cos(L(z,y)) =
lelll = e s ENE
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9722 Einschub: Orthogonale Matrizen (2)

Wh.: Eine nxn Matrix O heildt orthogonal, falls Q70 =1Id

Speziell fur n=2:
orthogonale 2 x2-Matrizen sind

Drehungen oder Spiegelungen
o _[cos@) —sin(@) o _[cosp)  sin(p)
v sin(p)  cos(ep) v sin(2p) —cos(2p)
V'\I\?cpx
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g-IS= Vorwirtssubstitution fiir linke Dreicksmatrix ==

» Gleichungssysteme mit Dreiecksstruktur: Lx =c

i l11 0 s 0 | [ C1
. Co
121 l22 c =
; 0
i lnl ln2 lnn _ | Cpy

)

r1 = c1/lis;
o = (co — l2121) /122

n—1
Ty = (cn — Zlnng) [l
j=1

« Losung durch Vorwartssubstitution:

for j=1..n
x[J] = clJ]
for 1=1..3-1
x[J] —= L[J,1]1*x[1]

x[7J]

SS 2017
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Kosten:

n Divisionen,

n(n-1)/2 Multiplikationen
n(n-1)/2 Additionen

gesamt. O(n?)
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_"/:’L-g Ruckwartssubstitution fur rechte Dreicksmatrix =

* Gleichungssysteme mit Dreiecksstruktur: Rx = ¢

Ln = Cn/rnn;

[ ri1 T2 Tin | [ (1 Tr—1 = (Cn=1 — Tn—1,n%n)/Tn—1,n-1
0 7rog -+ 719, 2 : :
_O 0 Tnn_ _C.n_ r1 = Cl—ZleCj /7“11
j=2
« Losung durch Ruckwartssubstitution:
for j=n..1 Kostle_n:_
x[3j] = c[jl; n Divisionen,
for i=j+1..n n(n-1)/2 Multiplikationen
x[J] —= R[J,1]*x[1] n(n-1)/2 Additionen

x[j] = x[31/R[F,3]1 ;

gesamt. O(n?)
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wl== Losung bei QR-Zerlegung

« Erst Gleichungssystem Qy =d mit orthonormaler Matrix Q:

Losung: v = 0%d
Aufwand: »? Multiplikation, n(n-1) Additionen

« Dann Gleichungssysteme Rx =y mit rechter oberer
Dreiecksmatrix R . Das lost man analog wie oben

Ruckwartssubstitution:  x, =y,/r,,

xn—lz(yn—l nln n)/rnln—l

« Aufwand wie bei der Vorwartssubstitution: O(#n?)
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gz I== Hauptproblem: Berechnung einer Faktorisierung

1. Wie kann man die Matrix A faktorisieren?

A=LR
bzw.
A = OR

Welche Algorithmen™?

Welcher Aufwand ist erforderlich?
(Anzahl der arithmetischen Operationen)
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_"/:’bg Gauf-Elimination und LR

» Der klassische Gauss-Eliminations-Algorithmus beruht auf
Transformationen mittels Zeilenoperationen (und
Permutationen=Zeilenvertauschungen).

« Dabei ist es das Ziel, die Matrix sukzessive (mittels
Zeilenoperationen) in Dreiecksgestalt zu transformieren

[ a11 a1o - Q1p | a11 a1 - aln R
a a a O * * 0
21 022 2n | | ¢ | N N
- anl --- ann | 0 % * 0 0 -+ %

« Zeilenoperationen ergeben sich durch Multiplikation mit
geeigneten Matrizen, sog. Gaul8-Scherung

« Die Beschreibung mit Matrizen ist fur die Analyse

« die Implementierung erfolgt anders, durch (Unter-)Programme
mit denen die Matrizen bearbeitet werden.

SS 2017 Direkte Verfahren fur LGS Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 16




=/ Yy

Ja S ===
- 4 _
O O
1
1 0 «— ]
1
sz(a): O O
1
Q 1 «— 1
1
0 O
L 1_
j i

o Nji(o) A addiert zur i-ten Zeile von A das o-fache der j-ten.

* (N zj(a))_l =N ij('oc)
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[ 1 O [ 11 * * % b3 [ 11 * * * *
: 0 0 : :
10 H rj—15—1 | * H Tji—1j—1| * : i
1 0] 0] Tij | * * 0] 0 rij | * *
0 0] 0 |: :

0 : = :
0 0] : 0 :
0" 0 0 ajj | * * 0 0 0 | % ¥
0 : * : : * :
O : : : : :
L 0 i 0 0 * | ok * i 0] 0 x| % *

dabeiist a=-—-— und r;; das Pivotelement
T
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werden.

O
1

O

0
0

aii
az1

an1

ai2
a2

an

Verwendung der Zeilenoperationen

Mit N,(a) kann die erste Spalte unter die Diagonalen auf 0
gebracht werden.

A1n
a2n,

a1 ai1p
@) *
@) *

Dieser Algorithmus ist vollig aquivalent zu dem Gauss-
Eliminationsverfahren aus der Mathematik-Vorlesung.

A1n

Vorgehen spaltenweise von links nach rechts, so dass einmal
erzeugte Nullen nicht mehr ruiniert werden.

Die rechte Seite des Gleichungssystems muss mittransformiert

SS 2017
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g~ &< | R-Faktorisierung formal im Detail

Wenn man sich also einfach nur die
Eliminationsfaktoren der Gauss-Elimination in einer
unteren Dreiecksmatrix L merkt, generiert man eine
Faktorisierung der Matrix A=L R

Geschickte Programmierer verwenden hierzu genau
den durch Elimination frei werdenden Speicherplatz in

der Originalmatrix A4

A

|
"
=

Ni(—a1)N1(aq)A
N1(—a1)No(—a2)No(az)Ni(a1)A
N1(—a1)No(—az)N3(—a3z) N3(az)Ni(az)Ni(a1)A

[ 1 O 0 ]

0

_lnl ln,n—l 1

(Elimination der 1. Spalte)

(Elimination der 2. Spalte)
(3. Spalte)

[ r11 712
O 7990

T1n

T2n

'nn |
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