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 SVD = Singular Value Decomposition
PCA = Principal Component Analysis

I * Behandlung singularer Matrizen
* Uber-/ unterbestimmte Gleichungssysteme

* weitere Anwendungen
»  Kompression grol3er Matrizen
» Hauptachsen -Transformation
» Data Mining : LSI - Latent Semantic Indexing
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* Vektorraume, lineare Abbildungen, Matrizen
* Eigenwerte

« Spezielle Matrizen
» orthogonale Matrizen,
» symmetrische Matrizen, positiv/negativ (semi-)definite M.

« (Vektor-)Normen, Matrixnorm, Konditionszahl

« Diagonalisierbarkeit, Spektralsatz fur sym. Matrizen
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Vektorraume & lineare Abbildungen

 Kontinuierliche Funktionen bilden einen unendlich
dimensionalen Vektorraum:;

I « Nach Diskretisierung (endlich viele samples) ein endlich
dimensionaler Raum: aber Dimension uU sehr grof}
(sozusagen dim(V) — o)
« Endlich dimensionale Vektorraume kann man (nach Wahl
einer Basis) immer mit R~ identifizieren
s
« Standardnotation:

x=|:|=[x, ..., x,]
Spaltenvektoren x&Rm |

X

m

* Lineare Abbildungen werden mit Matrizen beschrieben:
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Vektorraume & lineare Abbildungen

Die linearen Abbildungen werden mit Matrizen
beschrieben

all oo al

m

A4=|: - dann wird durch x> Ax eine

a a

nl nm

lineare Abbildung von R~ nach mit R~ definiert
(Darstellung bzgl. der kanonischen Basis!)

* B={b, ... b, und D={d, ..., d} Basenvon Rm bzw. R

i -1 i
| | ay -4

w] [ |

AP =|d, - d | | . i |-b - b

am| | |

nl nm
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[ ===
= = = ==
. Bezelchnungen. 'all e ] X,
» 1 x m— Matrix m m —Vektor
- n Zeilen, A=\ : - : X =
- m Spalten
| anl ) anm Xm
» Transponierte -, B ST
dy 0 dy
T _ : ", . r
A —_— . . . x = [xl b b xm ]
alm oo e anm |

» Produkte: 4 nxm—Matrix, J mx k— Matrix: N
das Produkt C = AB isteine n x k — Matrix mit Cij = Ek=l Clikb,g.

» Spezialfalle AX, yTA, xTy, xyT

» Beachte xTy ist ein Skalar (das Skalarprodukt) xTy =Xop= E; XV,

xyT hingegen ist die n x m — Matrix (falls x&R», y €Rm)

(xyT)j =xiyj
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Eigenvektoren und -werte (einer quadratischen Matrix A)

Av =A-v —
/ \ Be/s,o/e/
6 —2) CANA N
I Eigenvektor Eigenwert ] ( ‘,-;) “\2)
veCm v=0 el

Av=Ave (A-ANId)y=0<det(A-\-1Id)=0
 EW sind Nullstellen des
char. Polynoms! Wieviele? p () =det(A-A-1d)
* Polynom m-ten Grades hat hochstens m verschiedene
Losungen
» konnen auch komplex sein,
» mit Vielfachheit gezahlt gibt es genau m Losungen!
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EE

e dann S—7\.Id=[

* Die Eigenvektoren: "1=[

1
1

Eigenvektoren und —werte: Beispiel

2_4 = pe(M)= (-1 =1=0

« Die Eigenwerte: A, =3 und A,=1

o e 1]

SS 2018  SVD and PCA
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Spezielle Matrizen

« Orthogonale Matrizen: (aquivalente Charakterisierungen
» U'U=UU"=H1d, U'=U'

» die Transformation x— Ux ist langen- und winkel-treu
(bzgl. der Euklidischen Norm || - ||, )

» die Spalten/Zeilen von U bilden eine ONB

« Symmetrische Matrizen: A=AT
Eine symmetrische Matrix 4 heil3t

» positiv definit, wenn xTAx>0 Vx=0
» positiv semi-definit, wenn xTAx=0 Vx
» negativ semi-definit, wenn xTAx=<0 Vx
» negativ definit, wenn xTAx<0 Vx=0

» indefinit sonst

)
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Spezielle Matrizen

« Warum interessieren uns (positiv) definite Matrizen?
» sie treten immer auf, wenn Minimierungsprobleme zu losen sind
» viele Aufgaben lassen sich als Minimierungsprobleme beschreiben

« Charakterisierung durch Eigenwerte

» eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit wenn alle
EW >0 sind, und pos. semi-definit wenn alle EW =0 sind.

« Beispiele .
g S = , N =3, =1
1 2

» Ist B eine beliebige nxm-Matrix, dann sind BBT” und BB
positiv semi-definit. Die kleinere der beiden (beide, wenn n=m) ist
positiv definit wenn die Zeilen bzw. die Spalten von B linear
unabhangig sind (gleichwertig: die Matrix B hat maximalen Rang
=min{n,m})
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s A== Erinnerung: Lineare Algebra - Beispiel

4 -1 -1 Ay - WU+ Uy + U+t ,) =0 Uy * Y
_1"\\;.,_\‘ \.\\ ' %
"‘-.,\\\ -1 ™ . : %
-\1 4 ’ '1 \\\ ul; * ,C—Qk
1 T4 - AN ty) * o
N | e}
. \.\'\_1 \\\ : * 28
1 174 N Uy, Q
. . _ 2
\\ N ~ - %)
\_\ ‘\.\ \'\\ o
. “ N D
\\ \ ~ D)
AN — -3 = By
.\\ T Q
\ ) -... " a
- N ..‘.A
\\\ ~ "1 =
B ae | Q
. . 1 4 -1 S
Poissongleichun N Q@
1 \ . D
~ NN I
. . S
(diskret) N |
a \\ -...‘ ~ | *
pos. def. Matrix 1 N4 i

LY 2OER esteSYD angPE Areiner | Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g l== Erinnerung: Lineare Algebra

Normen auf Vektorraumen

« Beispiele:

4
4

>

Summennorm:;
Euklidische Norm:

Maximumnorm:

X

X

X

L= X
= (3 P
o) = maxi |xi|

« Eigenschaften von Normen: formale Definition
x=0=|x[|>0
IAx||=|N]|||x] VA komplex bzw. reell

>
>

>

definit, d.h.
homogen, d.h.
sub-additiv, d.h.

[x+yl =

|x||+1||y]| (Dreiecksungleichung)

« Einheitskugeln/~spharen: {x:|[x|/|<1} bzw. {x:|x]|=1}
N

I 11y

- -=--

A
[}

1112

A
[}

SS 2018
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Aquivalenz von Normen

« ZweiNormen |[.[|, und [|.][, in einem Vektorraum V
heil3en aquivalent, wenn es Konstanten ¢, und ¢, gibt,

I so dass CIHxH SHxH 562HxH far alle xe&V
p q P

* Im endlich dimensionalen sind alle Normen aquivalent
(d.h. es lassen sich immer solche Konstanten finden)

« Leider gilt dies nicht fur Normen in unendlich
dimensionalen Vektorraumen (Funktionenraumen) die wir
ja fur kontinuierliche Probleme approximieren mussen.

« Beispiel 1- und «o-Norm (endlich- und unendlich-dim.)
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Matrix-Norm bzw. Operator-Norm

Die zu einer Vektornorm |[|.|| assoziierte Matrix-Norm
(= Operator-Norm) einer Matrix A4 wird definiert durch

Il A[]= max

[ Ax ||

™ :x = 0 = max{| Ax||:|| x|=1}
X

» jede Vektornorm definiert eine Matrixnorm

» eine assoz. Matrix-Norm ist eine Norm (und somit per Definition
definit, homogen und sub-additiv) aber mehr als das:

* |l 1d ]| =1
* eine Matrixnorm ist sub-multiplikativ : ||| AB|||<]|]| A]l|-]]| B]|
* mit der Vektornorm kompatibel [ Ax =l 4lll-[[x[l furalle x
« ll4ll=[A]  fir jeden Eigenwert A von A
SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 14
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Matrix-Norm bzw. Operatornorm: Beispiele
» die zur Summennorm || x|, =2, |x| assoziierte Norm:

1| Alll,= mlax{zi| a; |} (groRte Spalten-Betrags-Summe)

» die zur Maximumnorm || x ||, := max, |x,| assoziierte Norm:

| A= ml_axizj| a; |} (groRte Zeilen-Betrags-Summe)

» die zur Euklidischen Norm || x ||, := (3, |x?)(1/2 assoz. Norm:

I|Al]|,=+A wobel A=k zh=..2A =0
die absteigend angeordneten Eigenwerte der symmetrischen,

positiv semi-definiten Matrix 4" 4 sind (siehe unten).

SS 2018
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« Geometrische Interpretation: Matrixnorm/Operatornorm
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« Geometrische Interpretation: Matrixnorm/Operatornorm

2

—-0.750 0.900
0.825 -0.75

1A [l =

SS 2018  SVD and PCA

W ; A
™ \-. £y NN ¢
AN \.\ | \,
‘\_ .‘q “~
\.\. v.\.. v ~— .l Yt \{‘ ~\\. :v -
N ] ‘_.\ \
*\\. N
o N

1Al =
1Al =
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Konditionszahl einer Matrix

« Die Kondition einer (nicht singularen) Matrix 4 bzgl. einer
ma {lx] ] = 1
min 4] =1

« Geometrische Interpretation: die Verzerrung der
Einheitskugel (|| x ||=1 ) unter der Abbildung X = Ax

 fur nichtsingulare quadratische Matrizen folgt

(Vektor-)Norm ist definiert durch ¢ (4) =

kK(A) =] Al 47" ||| wobei ||l die assoz. Matrixnorm

ISt

A
« stets gilt K(A)>‘ —

> (groldter bzw. kleinster EW von
A ) ‘kmin

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 18
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« Konditionszahl: Geometrische Interpretation
-05 22 max {||Ax| (x|, =1 -0.750 0.900
- cop el =y )
1.8 1.0 min {| Ax|, : x|, =1} 0.825 -0.75
= a\\ \
\
1
|
{
\ N
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Kondition linearer Gleichungssysteme und Konditionszahl
* Problemstellung: Gegeben eine invertierbare nx n-Matrix A

Bestimme zu ,rechter Seite® b die Losung x des linearen
Gleichungssystems Ax =5

« Kondition des Problems (Erinnerung):
Welchen Effekt haben Fehler in den Eingangsdaten b auf
des Ergebnis x ? (bei exakter Rechnung!)

Statt Ax =5 I0StmanAx=5h |,

Wie verhalten sich die relativen Fehler? ' 1 5 H H

-4
U

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 20

. Antwort: % - 4| <Kk (A)-
|

Beispiel :




==

Kondition linearer Gleichungssysteme und
Konditionszahl

* Auch wenn man beim Losen der Linearen Gleichung
Ax = b auch Storungen in der Koeffizienten-Matrix A4
beriicksichtigt, d.h. AX=b statt 4x=b [5st, bestimmt

die Konditionszahl von 4 die Kondition dieses Problems !

 Man kann zeigen, dass in diesem Fall
Foxl_ e (-4 JA-4)

R TIEES B R VT
* Folgerung
kR R e, B ok B
x| 1-g-k(A4) b A

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 21
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Matrixnorm, Konditionszahl, EW der speziellen Matrizen

« U orthogonale Matrix:
» Beispiel: Drehungen, (Householder-)Spiegelungen

I y IUL=1, xU)=1,

» |\J=1 furjeden Eigenwert A. von U

« A symmetrische Matrix:
» alle Eigenwerte A, von A sind reell,

4 |||A|||2=maxi{>‘i}
max, (.}
4 Kz(A)= ;
min, (.}

« Generell gilt «(AB)=<x(A)x(B) iA. “<“ll

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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go== Erinnerung: Lineare Algebra =ity

[ 1 2 3 4 7
-99 -200 50 40
900 50 -50 -80
100 -10 90 150

» Konditionszahl: Beispiel M-

I » LR-Zerlegung ohne Pivot: 9642 -108  5.785 -105

1.108 -108  7.188 105
1.570 -108  1.384 -105

2083.5 1.508 1704.7

M=LR,:

» LR-Zerlegung mit Pivot :

1176.1 1.183 1161.5
1236.4 1.429 1196.3

L e e

M=LR,:

» QR-Zerlegung:

1.505 1726.3
M =0R, : 1.0 1176.1
1.505 1211.2

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 23
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Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

 Gibt es eine Basis aus Eigenvektoren, d.h.  Av, = Ay,

fur i=1,2, ....m,
I dann ist die Matrixdarstellung der Matrix 4 bzgl. der

N 0 0]
Basis {v,,...,v } die Diagonalmatrix D=|0 . 0
» d.h. 0 0 X\
| 1 [ ] T [ M 00
Alv, - v |=|Av, - Ay [=|v, - v |[O . 0
| I L flo o,

AR

» oderA=V-D-V'

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 24



N

Spektralsatz fur symmetrische Matrizen

Theorem: Es sei AERm*m eine reelle symmetrische Matrix.

I Dann gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren

«  Gleichwertig dazu: es gibt eine Faktorisierung A=VDV"'

j=1 LTI

Dabei ist/sind

» D die Diagonalmatrix aller EW 7\1. von A (inklusive
Vielfachheit)
» die Spalten von ¥ sind die normierten EV v; von A4

» V istorthogonal: (d.h. V-1=}T)

» im Fall einfacher EW, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf die
Reihenfolge der EWs und +1-EVs.

oder A= Em Avy! oder Ax = EZIN(VZ- ox)v; (¥)

(*) Hierbei ist “o das Skalarprodukt von Vektoren: v o x =vTx
SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Veranschaulichung im Fall n=m=2

p 112
"~ 516

-1

3
4 -

1

5

.

|

3
4

—4
3

2 01113 4
0 L|5/-4 3

4

V

7\ /BN ~~
D Ve

V' Drehung um atan(4/3) = +53.1°

VT Drehung um -53.13°

« D nicht isotrope Skalierung

=

SS 2018

SVD and PCA
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26



e

* Veranschaulichung im Fall n=m=2
112 -1 1[3 —4}

y 2 01113 4
I 5116 2| 504 30|10 L{5]-4 3
I i N S A | AN S
V D VT
¥V Drehung um +53.13°

« D nicht isotrope Skalierung
VT Drehung um -53.13°

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 27
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Symmetrische Matrizen: Beispiel

» Bsp von oben S = [

>

»

2

1
A

mit EVs /\5 und %5 ergibt %5 /\E
V-
yﬁ '%E _/ﬁ ‘/ﬁ_
mit Inverser ey 1/«/5 1/«/5
/42 -1/42

somit § = VDVT=

|

/N2 N2 )3 0[/N2 1/42
/42 —1/\5”0 1”1/\5 —1/\5}

SS 2018

SVD and PCA
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 Folgerung des Theorems (4 symmetrische Matrix)
» esgilt A=A v v +h, v, v, A Y v
I Oder Ax = }\.1 (vl o X)vl + }\-2 (V2 © x)v2 nali o )\'m (vm © x)vm

dabeiist {v } die ONB ausEVsder Matrix 4 und A die EWs
l l

» Anwendung

A’x = 7»12(v1 o X)V, +7\§(v2 o X)V, +---+7»i(vm oxX)V
f(A)=f(N) v °v1T + f(A\) v, 'va +-t+ f(N,) Y, 'Vi
‘/Zx=\/}\71(v10x)v1 +\/?\72(vzox)v2 +"'+\/E(Vm °X)V,,

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 29
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Geom. Interpretation: Hauptachsentransformation

(Gegeben Quadratische Form QO(x) = x74Ax (A symmetrisch)

I « Die gemalt Theorem existierende ONB {v,,...,v }aus EV
bilden die Hauptachsen der Quadrik {x: O(x)=1}

» Bezuglich dieser Achsen (in diesem Koordinatensystem) hat
die Quadrik die Form {x=>" &, : A& + L&+ + 4,E2 =1 |

 Dies ist ein verallgemeinertes Ellipsoid bzw. Hyperboloid
» Hauptachsenrichtungen: v

1"

»  Hauptachsenabschnitten |12

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 30
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Geom. Interpretation: Hauptachsentransformation

* nur positive EW - Ellipse

* pos. & neg. EW > Hyperbel

A >0, %, >0

A >0,h, <0

g/
16

SS 2018

SVD and PCA

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme




goI== | ineare Algebra - Spektralsatz =t

Ellipsoid

MN>0,M,>0,A;>0

 Quadriken im R3

Hyperboloid (1-schalig) Hyperboloid (2-schalig)

M>0,M,>0,A;<0 A<0,N<0,A;>0

SS 2018  SVD and PCA
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Theorem: (Singularwertzerlegung)

Es sei A€Rm*» eine beliebige Matrix:

I Es gibt eine Faktorisierung 4=y Xy’

mxm mxn nxn

Dabei ist/sind
- X eine "Diagonalmatrix®, £, =0falls i =; und £, >2%,,>...>20

« U und V sind orthogonal
« die Spaltenvon U bzw. V sind EV von AAT bzw. ATA
« die Diagonalelemente o, =2, = 0sind die Singularwerte

(singular values) von A, es gilt: o, =\/A, wobei », EWvon A" A bzw. 4 4

SVD (= singular value decomposition)

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 33
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Betrachte A=|0 1| (hieristm=3, n=2).

I
[ J
[
-

Die SVD ergibt sich zu

2/J6 0 1/43 1[V3 0] Ul
_1/406 1/42 1/3 |l 0 1 1/\5 _1/ﬁ
1/6  1/+2 —1/«f 0 0 -

Die Singularwerte sind abstelgend angeordnet!

A=UsV' = A =(vzv')=vz'U"

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 34



i

 [|llustration der SVD (Struktur, Dimension)

E ¥ % ] % * * % %70 Te 7
¥ * ¥ * * * »~ * ® * * *
¥ * ¥ — * * * »~ * ® * * *
¥ * ¥ * * * * * * * *
~ e 7
[ * * ¥ J | * * * & ~J L - v
rT
' v v
A L b >
- -
* * * * *
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ * * * ® * * * * *
¥ ¥ ¥ ¥ — * * * ® * * * * *
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ * * * ® * * * * *
- - ) - uff Y —
4 o v [ * x  x * *
4"‘ L’ S - )
'
VT

A quadratisch: alles quadratisch

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 35
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lI

~ —T Veranschaulichung
/ H /,7[ N im Fall n=m=2
| (s Ls ! . ' = A

Beispiel
1.402 0.401
~1.048 1.013
. >
2o 2 3G
2 2 1
V2 V2((0 5
2
U
SS 2018 SVD and PCA
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Veranschaulichung im Fall n=m=2

o sl s

21 18
20 |-17 -6
A

V' Drehung um +53.13°
V' T Drehung um -53.13°

2 nicht isotrope Skalierung
U Drehung um -45°

SS 2018

SVD and PCA
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* Veranschaulichung im Fall n=m=2
1 18

e S e B [

I 20 |-
A

¥V Drehung um +53.13°
V' T Drehung um -53.13°

« X nicht isotrope Skalierung
U Drehung um -45°

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 38
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* Veranschaulichung im Fall n=m=2
1 18

e S e B [

I 20 |-
A

¥V Drehung um +53.13°
V' T Drehung um -53.13°

« X nicht isotrope Skalierung
U Drehung um -45°

UEZ(V-1x) >

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 39
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Veranschaulichung im Fall n=m=2

o sl s

21 18
20 |-17 -6
A

V' Drehung um +53.13°
V' T Drehung um -53.13°

2 nicht isotrope Skalierung
U Drehung um -45°

SS 2018

SVD and PCA
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gof== Singulirwert-Zerlegung

H

o  Struktur, Dimension

I x Xk Xk * Xk g1
X X X X X Cr X X X
s s ok | = | sk % 0 o
X Xk X E I S
X X Xk X Xk ~ o _/
-— - - L = "
~ _ ~ N _ ""T
N v o
A U >

« Beachte: Einfluss haben nur

» die o,=0 (das sind genau die Singularwerte)
0,20,=2-20,>0.

» die Spalten {u,, ..., u,} von U

» sowie die Spalten {v,...v.} von V (=Zeilenvon V'T)

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Folgerung des Theorems ( 4 beliebige Matrix mit SVD)

| | | 1o, 0 0. .
| L | :
U u. u., u, O” _ VT -
| | | 0 :
| . ik N
| | ][0 0 0f*—x
U b5
» Rang: rank(4) =r ( =min{nm});
ker(A) =< vr+17 vr+2""’vn B ’

» Kern (Nullraum):

» Bild: im(A) =<u, u,,...u, >;
Norm O, O
Al =0, =0 » K,(A)=—=—(falls r = n)
Or min
SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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-l_j_-

Y E =S
Belspiel 272 136 -256 128
A=2i5 380 190 10 -5|=
204 102 -192 96
. S[4 2 -2 1
I 16 —-12 )157[25 0 0 0
1 2 1 4 =2
=—|15 20 [0 ||0 10 0 O|-|
25 5(-2 4 1 2
12 -9 J-20{|{0 0 0 O
- = . 11 -2 2 4
U ) - 5 >
VT
Kern: Bild Norm Rang
4 21 11 10
42 12 4 i il
ker(4) = A7) | imC) = [15], 20 | ) |I|4]ll, = 25 rank(4) =2
1 2
12 | -9
\_ 2 4 1)\ T
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Folgerung des Theorems A beliebige Matrix
» esgiltt A=0,-u v +0, u, v, +--+0,u, v,

oder Ax=0,(v,ex)u,+0,(v,ox)u,+:--+0.(v. ox)u,
dabei ist {v,} die ONB aus EVs der Matrix 474,

{u} die ONB aus EVs der Matrix 4 A7 .
» Beachte,dass Av,=0,'u, und A'u,=0,-v,
» Die Singularwerte o, sind die Quadratwurzeln aus den EWs

von A7A oder A AT

» SVD von AT: alles transponieren

SS 2018
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SVD folgt aus der Diagonalisierbarkeit symm. Matrizen:

ATA ist symmetrische, positiv semi-definite nxn-Matrix

Nach dem Spektralsatz gibt es eine ONB {v, v,,..., v }

von A’A mit zugehorigen EWs 4., ggf. nach umordnen:
M2y 2o 2 A >4 =4 ,=.=4=0

ONB bedeutet Id = E; v.-v! folglich x = El (ViTx)Vl.

und somit Ax = E; (vl.Tx)Avl. = E;l (vl.Tx)élvl.

Setze o,=.A, u;=2LAv, fir 1<i<r danngilt

v
yly =9

0,0; 1 ] ij

T _ 1 _ 1 T 4T _
) u u; = (Avi)rAvj— v. A Avj—

0,0 0,0

> sowie Ax = 2;101' (vl.Tx)ll.

SS 2018
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Mit der SVD kann man eine Matrix durch Matrizen von
niedrigem Rang approximieren (low-rank approximation)

Problemstellung: Finde 4, vom Rang k& so dass

A= min [4-X].

Xrank(X)=k

Frobenius-Norm (s.u.)

A, und X sind ebenfalls mx n Matrizen!

Typischerweise will man &k <<r.

Welche Norm? Meist Frobenius-Norm: |4 = (Z,- Z,- a, )‘/2

Esgilt: |4, = (Zf G,-z)/z ( o, die Singularwerte von A!)

i=1

SS 2018
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« Losung mit Hilfe der SVD
. T
A, =U diag(o,,...,0,,0,...,0)V
H,_J
setze die r-k kleinsten
Singuldrwerte Null
+ + * * + * * L J * * * * *
+ 4 * * ¥ = * * * _
+ + + * * * * * * * * >
:;k E{ .“:' 5 x o ox * *
VT
k T Spaltenvektoren:
A x = E uv P : ,
kX O WiV Summe von Rang 1 Matrizen
SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Was bringt die low-rank-approximation ?

k T
A, = Ei=10iuivi

Speichereffizienz: Nur k- (n+m) Werte ( statt n-m )

Schnelle Berechnung von Matrix-Vektor-Multiplikation:
A x = Eiloi(vi o X)U,

k- (2m+n) arithmetische Operationen (statt 2n-m )

k .
Berechnung von y'A4,x= Ei=10i(ui o y)- (v, 0 x)’
ca. 2k: (n+m) arithm. Operationen (statt 2-n-m)

SS 2018
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Approximationsfehler (wie gut ist diese Approximation?)

» Es ist die (eindeutige) beste Approximierende bezlglich
der Frobenius-Norm ||. ||

. 2 2 2
e A-X|| =|A-A = O ;
y  Esgit:  min [A-X[=[4-A] =} o]
» sowie min ||| A_X|||2=||| A_Ak |||2=Ok+1
X:rank (X )=k

sofern die Singularwerte der Grolde nach absteigend geordnet sind
O; = Oy

» Aufwand bei Standardfall rank(A4) = min{m,n}:

*  Speicherbedarf k(m+n) im Gegensatz zu mn

* #(Multiplikationen) bei Matrix-Vektor-Multiplikation:
k(m+n) im Gegensatz zu mn

SS 2018
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o A |||, (Matrixnorm bzgl. Maximums-Norm)

. A ||, (Matrixnorm bzgl. Euklidischer Norm)

I . A |[|; (Matrixnorm bzgl. Summen-Norm)

| 4 || (Frobeniusnorm | 4|, = \/EE )

i=l j=1

(letztere ist keine ,,echte” Matrixnorm/Operatornorm !)

Es qgilt:
> |l 4]]l,=0,(= max{o,})

1 4),=(> o2
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Losungstheorie fur Ax = b, wobei
» n=m und det(A4) = 0 : eindeutige Losung

» n=m und det(4)=0 oder n=m
*  nurlosbar falls b€ im(A)
x  alle Losungen: x,+ ker(4) wobei x, eine spezielle Losung

»  dim(ker(A)) + dim(im(A)) = #(Spalten)
rank(A4) = dim(im(A));

SVD von A4 : A=UX VT
»  im(A) = span{u,u,..u,} = {u, ,...u,}+

»  ker(4) =span{v,.,...,v,}= {v,...0. } L

SS 2018
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« Pseudo-Inverse
A1 =V3I1UT
wobei % i 0 e 0]

: 0 0
« Wichtig: A~1 und 2~! sind nxm-Matrizen (wie X7 bzw. AT !)

* x=A"b-= 2 —(u b)v

« Beachte, dass A4-1 =V X ~1 UT nicht ganz genau die SVD
von A1 ist (falsche Reihenfolge der Singularwerte!)
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« 1. Fall: 4 hat maximalen Rang,
d.h. rank(A4) = min{n,m}:

» Uberbestimmtes System (n<m): Dies zeigt, dass x=4-1b

5 , die Losung des linearen
x=A~1b lost [|4x-bl,= min  Aysgleichsproblems ist

» unterbestimmtes System (n>m):
x=A-1b lost Ax =5 und erfullt |x||,= min

« 2. Fall: rank(A) < min{n,m}:
Die Losung x=A-b

» minimiert das Residuum  ||4x - b||, = min und

» ist unter allen diesen Losungen diejenige
mit kleinster Norm ||x||, = min
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Theorie: r=rank(A4) = dim( im(4) ) (Theorie)

Praxis: numerischer Rang: #({i:0,>¢})

Zu gegebenen (hoffentlich) lin. unabhangigen Vektoren
{b,, b,,..., b} soll Orthonormalbasis bestimmt werden:
» Gram-Schmidt: numerisch sehr problematisch

»  modifizierter Gram-Schmidt (besser, sehr gut aber nur mit
weiterer ,Nachorthogonalisierung®)

» QR-Zerlegungvon A=1[b,b,, ..., b,]
» SVD dieser Matrix A=UZXZ VT
x ONB:u,u, .., u.//'[b,b, .., b] lin. unabh.
sofern r=n

SS 2018
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Wikipedia:
« Latente Semantische Analyse (LSA) bzw.
Latent Semantic Indexing (kurz LSI), ist ein (nicht mehr

I patentgeschutztes) Verfahren des Information Retrieval,
das 1990 von Deerwester et al.[1] beschrieben wurde.

Verfahren wie das LS/ sind insbesondere fur die Suche auf

gro3en Datenmengen wie dem Internet von Interesse

(google, yahoo, ....).

Das Ziel von LS/ ist es, ,Hauptkomponenten® von

Dokumenten zu finden. ....

. http://de.wikipedia.org/wiki/Latente _Semantische_Analyse

[1] S Deerwester, S Dumais, G Furnas, T Landauer, R Harshman: [ndexing by Latent Semantic Analysis.
In: Journal of the American society for information science. 1990
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Basiert auf dem sog. vector space model ein wichtiges
Modell im Bereich des information retrieval

Zentrales Objekt ist dabei die term-document-matrix :

C

<— documents —

ship
boat
ocean
wood
tree

<~ terms —

O FHORFIQ
OOHHO'\(J),_
OC)C)O!—“E~
HI—*OOOS
OHOOOUQF
HOOOO&

Grolden in der Praxis:
» #(documents): bis zu mehreren Mio

> #H(terms):

10.000 — 200.000

SS 2018
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Der eigentliche retrievel process basiert (u.a.) auf Vektor-
Matrix-Multiplikationen und inneren Produkten

Die TD-Matrix wird durch das LS/ zusatzlich bearbeitet, um
sie zu verkleinern. Dies ist gerade fur grof3ere
Dokumentenkollektionen sinnvoll, da hier die TD-Matrizen
im Allgemeinen sehr grol3 werden.

Dazu wird die TD-Matrix uber die Singularwertzerlegung
zerlegt. Danach werden ,unwichtige” Teile der TD-Matrix
abgeschnitten. Diese Verkleinerung hilft Komplexitat und
damit Rechenzeit beim Retrievalprozess (Vergleich der
Dokumente oder Anfragen) zu sparen.

Am Ende des Algorithmus steht eine neue, kleinere TD-
Matrix, in der die Terme der originalen TD-Matrix zu
Konzepten generalisiert sind.

SS 2018
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Der eigentliche retrievel process basiert (u.a.) auf Vektor-
Matrix-Multiplikationen und inneren Produkten

Beispiel: 10 Mio Dokumente, 100.000 terms:

A ist eine 100.000 x 10.000.000-Matrix

Exakt (vollbesetzt):

» yTAx : ca. 1012 Multiplikationen

Approximation durch Rang k = 100:
» yTA, x : ca. 109 Multiplikationen

SS 2018
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mehr Info:

* Diplomarbeit von Regis Newo Kenmogne
Univ. Saarbrucken 2005

I http://www.uni-hildesheim.de/media/tb4/informatik/AG_1IS/
Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf

o Stanford: CS276 Information Retrieval and Web Search

http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-
ISsi.ppt

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 60


http://www.uni-hildesheim.de/media/fb4/informatik/AG_IIS/Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf
http://www.uni-hildesheim.de/media/fb4/informatik/AG_IIS/Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf
http://www.uni-hildesheim.de/media/fb4/informatik/AG_IIS/Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf
http://www.uni-hildesheim.de/media/fb4/informatik/AG_IIS/Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf
http://www.uni-hildesheim.de/media/fb4/informatik/AG_IIS/Dokumente-Allgemein/Mitglieder/newo/dipl_newo.pdf
http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-lsi.ppt
http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-lsi.ppt
http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-lsi.ppt
http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-lsi.ppt
http://web.stanford.edu/class/cs276/handouts/lecture13-lsi.ppt

N

Motivation — wozu/warum

Analyse (vieler) n-dimensionaler Daten (n grol})
z.B. Merkmalsvektoren (Bitmuster)
[Karhunen-Loeve-Transformation (KLT)]

Hoch-dimensionales Problem 4
auf niedrig-dimensionales
reduziereren unter A
Beibehaltung der

wesentlichen Merkmale
(Reduziere/projiziere 4

auf wenige Dimensionen) o A

4

SS 2018
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Motivation — wozu/warum

Bestimmung der Basis
eines Unterraums,

iIn dem die Varianz
ziemlich grol} ist, die sog.
principal components
oder

Hauptachsen

Nutzlich fur Datenkompression o

4

SS 2018
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Gegeben : Daten {X}, ., €R~

Schritte zur Bestimmung der PCA

Balanciere die Daten um Mittelwert

= 1
X=FEZ_XZ., X =X -X

Bilde Kovarianz-Matrix (symm. und pos. semi-def.)

| e o wr
C=cov(X, X)=— ) X.-X.
(X.X)=—— % XX,

SS 2018
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Gegeben : Daten {X;},_., €ER~"

I » Diagonalisierung der Kovarianzmatrix :

A 0 - 0
0 A

C=Q . 2 QT
0 e

wobei @ orthogonalistund A, >A,>...>A >0

- Die Spalten ¢;von @ sind die Eigenvektoren

diese bezeichnet man als principal components
oder als Hauptachsen
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Beispiel : Daten {P;}, ., €R?2

Balancieren, Ao 0] [u

. . C=[”1 ”2]
Kovarianzmatrix, 0 A,||u,
Diagonalisieren

dabei sind { u,, u, } orthonormal und A, >A, .

/’/-\
- \
-~ \
N -~ \ -
// 5
/’.- \
Py - \
Y // - \
. -’,/ o - \\
}/’ ) \
- . . \
| \ C { o = \
- N aAY - \
el \ - n
e g - N e oY /)
- N Qe -
- Y . o -
- oSt . -
- y et 0O W -
- v .' a -~
- A -
' < P Y S ol
\ < | I i W % o - ///
O _)?" ’13 ‘S > 7
Fo \ -
N J -
L . B o
. -
.~ o -
N\ g
\ -
5 | -
\ -~
\ |
\ P
\N - \

OBB = object oriented bounding box
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_J/:jbs Hauptachsentransformation (PCA) ===

Beispiel : Daten {P;} ., €ER?

I «  Balancieren, N 0 0][w
. Kovarianzmatrix, C=[”1 u, ”3] 0 A, Of]u,
Diagonalisieren 10 0 A |u

M >
<
33—
. K
bt
A .
I
— * ‘ .
“. 8%
11 .%'.“““.
l‘4‘: & £ 3
.
0
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Reduktion auf wenige Hauptachsen:
C —_

n T
O A OT oder C=Ej=17\,j q;,°9;

Berucksichtige nur die k& groldten EWs !

T
C E]l qu.qj

Die zugehorigen EVs ¢; (Spalten in Q) sind die
Basisvektoren des niedrig dimensionalen Unterraums (mit
Nullpunkt X)

Die Koeffizienten des Vektors X, bzgl. dieser Basis

ergeben sich als Skalarprodukt X;oq, (j=1,...k).

Xl. zy+2i=l)\j (Xioqj)qj

SS 2018
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PCA und SVD

Betrachte die Matrix
der balancierten Daten: A=

dann ist die Kovarianz-Matrix C=4,_,4A4"

SVD von A: A=UZVT

X,
|

|
X,
|

Xy
|

C=V_ AA" =y, UZV'VZ'U" =, UZX'U'"

» die Hauptachsen u,

SS 2018
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Weiteres Beispiel: morphable model
(ein statistisches Geometrie Modell)

V. Blanz, T. Vetter:
A Morphable Model For The Synthesis of 3D Faces.
SIGGRAPH'99

video (youtube)

Demo
» Grundlage ca 300 Datensatze (3D Scans von Gesichtern)
» Geometriemodell mit 53.500 3D-Punkten (106.500 Dreiecken)

- PCAfur 300 ,Punkte” in einem 162.000-dimensionalen Raum

SS 2018
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Vorweg: Exakte Bestimmung der SVD ist nicht moglich!

* Im Wesentlichen sind EWs und EVs von einer (pos. semi-
I definiten) Matrix zu bestimmen, 0 A
z.B.von AT A odervon AAT odervon . 0]
* (EW sind Nullstellen von Polynomen, letztere lassen sich
bekanntlich fur n>5 nicht ,algebraisch Iosen™ !

« Schwieriges Problem — nur iterativ ndherungsweise I6sbar !

« Losung in ,zwei" Schritten
1. (Ahnlichkeits-)Transformation auf Tridiagonalgestalt
2. EWs und EVs einer Tridiagonalmatrix
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1. Schritt: Ahnlichkeits-Transformation auf Tridiagonalgestalt
fur eine pos. semi-definite Matrix B

I « Ahnlichkeitstransformation:
B, =S1'BS und B haben dieselben EWs,

und S transformiert die EVs.

 Ansatz: § als Produkt von n-2 Householder-
Spiegelungen Q; =1d—2n,-n,T
(also eine orthogonale Transformation)
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1. Schritt: Ahnlichkeits-Transformation auf Tridiagonalgestalt

fur eine pos. semi-definite Matrix B (cont'd)

Bestimmung der Householder-Sp.: Q. =1d —2n, - n7 =Q/r

l

-bll- -bll-
by, _
y 0, : Ziel by| = | 0| erfolgtdurch n, =v[0,b, —*,b,,---,b |
b, 0 * % 0 0
- - % % % %
» Dann gilt: 0,BQ, = 0 = = #
0 =% = %

» 0,, ... 0,, analog

SS 2018
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2. Schritt: EWs und EVs einer tridiagonalen, pos. semi-
definiten Matrix B

I « QR-Algorithmus zur EW Bestimmung

 ein iteratives Verfahren:
» B,.=B;

» QR-Zerlegung B,=Q,R, — B, .:=R,Q,;

(danngilt: Q,B,0,7=B,, d.h. B, und sind B, ahnlich!)

» QR-Zerlegung B,=Q.R, — B,.,:=R. Q;;

SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 73



N

2. Schritt: EWs und EVs einer tridiagonalen, pos. semi-

definiten Matrix B (cont'd)

Eigenschaften der oben konstruierten Folge { B, }:

v

v

OB, 07=B,

B; sind symmetrisch, tridiagonal und positiv semi-definit
A, 0 0 - 0]
O A, 0 - 0
lim__B.= |o o0 A, L (kj die EWs von B)
o . .0
o 0 - 0 A,

Abbruch sofern alle Nicht-Diagonalelemente < ¢

SS 2018
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Aufwand fur die Bestimmung der QR-Zerlegung einer
tridiagonalen Matrix 7B = QR

O ist das Produkt von nur »-1 Jacobi-Rotationen

cos —-sin 0 0 1 0 - 0 0 ]
sin cos O 0 0o . . :
« 0= o o 1 0= | .1 00
: : 0 0 0 cos -sin
0 0 1 0O --- 0 smm cos
% % () - - -
0 =% =
e R-= 0 0
. DonL Aufwand nur ;. O(n)
00 --- 0
SS 2018 SVD and PCA Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Lineare Algebra (Erinnerung)
»  Vektor- und Matrix-Normen, Konditionszahl

» EW, EV, Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen
(Spektralsatz)

SVD — was ist das?

Was kann man anhand der SVD bestimmen
» Rang, ker(A4), im(A4), |||4]||,, Konditionszahl, Rang-k-Appr.

Anwendungen:

» Datenkompression

» LoOsen allgemeiner Gleichungen mit der Pseudo-Inversen
» LSA/LSI

» PCA

Anmerkungen zur (numerischen) Bestimmung der SVD

SS 2018
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