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Algorithmik kontinuierlicher Systeme
Aufgabenblatt 7 — Bézierkurven und Polynominterpolation

Allgemeines:

e Die Abgabe der Programmieraufgaben erfolgt iiber das Exercise Submission Tool:
https://est.cs.fau.de

e Sie konnen wéhrend der Bearbeitungszeit Thre Abgaben im EST beliebig oft aktualisieren. Nur die
aktuellste Abgabe, die in der Bearbeitungszeit hochgeladen wurde, wird gewertet.

e Auf der Ubungswebsite finden Sie zu jedem Ubungsblatt eine Vorlage, sowie zu jeder Aufgabe eine
Datei *_test.py mit der Sie ihre Losungen jederzeit selbst iberpriifen kénnen.

e Damit Sie auf eine Teilaufgabe Punkte bekommen, muss sie mit Python 3.5 im CIP Pool funktionieren.
Das bestehen der mitgelieferten Tests ist notwendig, aber nicht hinreichend dafiir, dass Sie Punkte
bekommen.

In diesem Blatt werden Sie Methoden kennenlernen, um aus einzelnen Punkten kontinuierliche Daten
zu erzeugen. Bei Bézierkurven ist das Ziel, optisch ansprechende, glatte Kurven zu erzeugen. Bei der Po-
lynominterpolation hingegen werden oszillationen in Kauf genommen, um dafiir jede Stiitzstelle exakt zu
treffen.

Abbildung 1: Berechnung eines einzelnen Punktes ei- Abbildung 2: Polynominterpolation
ner Bézierkurve

Aufgabe 1 — Bézierkurven (9 Punkte) bezier.py

Bézierkurven erfreuen sich in Computergrafik und CAD sehr grofier Beliebtheit. Sie sind optisch ansprechend
und koénnen einfach iber Kontrollpolygone manipuliert werden. Auflerdem existieren effiziente Algorithmen,
um Bézierkurven am Computer zu approximieren. In dieser Aufgabe werden Sie einige dieser Algorithmen
implementieren.


https://est.cs.fau.de

Die Zentrale Datenstruktur dieser Aufgabe sind Kontrollpolygone aus Punkten P, ..., P,. In allen fol-
genden Aufgaben werden Kontrollpolygone durch n x 2 NumPy Arrays aus Gleitkommazahlen dargestellt,
so dass der Index [¢, 0] die z-Koordinate des i-ten Punktes liefert und [¢, 1] die dazugehorige y-Koordinate.

a) De Casteljau Schritt Der Algorithmus von de Casteljau erlaubt es, Bézierkurven beliebig genau durch
geeignete Polygonziige zu approximieren. Ein zentraler Schritt des Algorithmus ist es, ein Kontrollpolygon
mit n Punkten auf ein Polygon mit n — 1 Punkten abzubilden, so dass fiir jeden Punkt des neuen Polygons
Pl gilt

PPt =(1—t)- P+t Pl (1)
Implementieren Sie nun die Funktion de_casteljau_step, die fiir ein gegebenes Kontrollpolygon P der
Lange n und eine Gleitkommazahl ¢ das zugehorige Polygon der Lange n — 1 nach Formel 1 berechnet.
Hinweis: Wenn Sie diese Funktion implementiert haben, kénnen Sie in der main-Funktion der Datei
bezier.py die Funktion de_casteljau_plot aufrufen, um Interaktiv mit Bezierkurven zu experimentieren.
Der Schieberegler am unteren Rand des Plots erlaubt es ihnen, ¢ zu variieren.

b) De Casteljau Implementieren Sie nun ausgehend von Teilaufgabe a) die Funktion de_casteljau, die
ein Kontrollpolygon P und eine Gleitkommazahl ¢ € [0, 1] iibergeben bekommt, und die iiber den Algorithmus
von de Casteljau eine Bézierkurve an dem zu ¢ gehorigen Punkt auswertet.

c) Bézierkurve approximieren Schreiben Sie nun die Funktion bezier1, die fiir ein gegebenes Kontroll-
polygon P und eine Ganzzahl m die zu P gehorige Bézierkurve mit dem Algorithmus aus Teilaufgabe b)
approximiert. Dazu soll das Interval [0, 1] mit m Punkten uniform abgetastet werden.

d) Kontrollpunkte einfiigen Bézierkurven erlauben es, den Grad der Kurve um eins zu erhdhen, ohne
den Verlauf der Kurve zu verdndern. Implementieren Sie dazu die Funktion add_control_point, die ein
gegebenes Kontrollpolygon P der Lange n auf ein Kontrollpolygon @ der Linge n + 1 abbildet. Die Punkte
von (Q ergeben sich dabei durch

Q():PO, Qn:Pn—la Qi:aPi_lJr(l—a)Pi mit()é:i, i€1,...,n71 (2)
n

e) Bézierkurve aufteilen Der Algorithmus in Teilaufgabe c) ist ineffizient, weil die Hierarchie aus Po-
lygonen fiir jeden einzelnen Punkt neu berechnet werden muss. Besser ist es, mit der Subdivisionsmethode
Bézierkurven jeweils in der Mitte aufzuteilen und so rekursiv zu verfeinern.

Implementieren Sie dazu als ersten Schritt die Funktion split_curve, die das Kontrollpolygon P der
Lénge n einer Bézierkurve iibergeben bekommt, und ein Tupel (L, R) mit zwei neuen Kontrollpolygonen L
und R der Lénge n zuriick gibt, so dass L die linke Hélfte der urspriinglichen Kurve bis zum Punkt ¢t = %
beschreibt und R die rechte Seite der urspriinglichen Kurve.

Hinweis: Die Punkte in L und R sind die Randpunkte der de Casteljau Pyramide.

f) Bézierkurven rekursiv approximieren Implementieren Sie nun die Funktion bezier2, die zu einem
gegebenen Kontrollpolygon P und einer Rekursionstiefe depth einen Polygonzug erzeugt, der die durch das
Kontrollpolygon beschriebene Bézierkurve approximiert. Bei einer Rekursionstiefe von 0 soll P unverdndert
zuriickgegeben werden, ansonsten soll die Kurve mithilfe der Funktion aus Teilaufgabe e) aufgeteilt, die
entstehenden Hélften rekursiv weiterbearbeitet und das Ergebnis wieder zusammengefiigt werden.

Hinweis: Beim Zusammenfiigen muss darauf geachtet werden, dass keine Punkte doppelt in das Polygon
eingefiigt werden.



Aufgabe 2 — Polynominterpolation (6 Punkte) interpolation.py

In Python, bzw. der NumPy Bibliothek gibt es bereits fertige Klassen fiir das Handhaben von Polynomen.
In den folgenden Aufgaben sollen alle Polynome als Objekte vom Typ numpy.polyld représentiert werden.
Die Dokumentation finden Sie unter https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.
polyld.html.

a) Polynome in Python Implementieren Sie nun als Aufwérmiibung eine Funktion interpolate_linearly,
die zwei Punkte, jeweils représentiert als Liste von zwei Gleitkommazahlen x und y, iibergeben bekommt
und das Polynom erster Ordnung (vom Typ numpy.polyld) zuriickliefert, das beide Punkte interpoliert.

b) Newton-Matrix Implementieren Sie nun die Funktion newton_matrix, welche ein NumPy Array mit
den z-Koordinaten der Interpolationspunkte tibergeben bekommt, und die Matrix auf der linken Seite des
linearen Gleichungssystem aufstellt, das gelost werden muss, um die Koeffizienten fiir die Newton-Basis zu
bestimmen.

c) Newton-Polynom Implementieren Sie die Funktion newton_polynomial, die das NumPy Array aus
den Koeffizienten der Newton-Basis und ein NumPy Array der z-Koordinaten iibergeben bekommt, und die
das zugehorige Polynom (vom Typ numpy.polyld) generiert.

d) Newton-Interpolation: Implementieren Sie die Funktion interpolating_polynomial, welche fiir zwei
gegebene NumPy Arrays mit - und y-Koordinaten der Interpolationspunkte und mit Hilfe der Funktionen
aus den Teilaufgabe b) und c)

1. ein lineares Gleichungssystem aufstellt, um die Koeffizienten der Newton-Basis zu bestimmen,
2. das Gleichungssystem 16st,
3. und aus der Losung des Gleichungssystems (Koeffizienten) ein Polynom generiert.

Hinweis: In dieser Aufgabe ist es explizit erlaubt, Funktionen aus dem Modul numpy.linalg zu verwen-
den.


https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.poly1d.html
https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.poly1d.html
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