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_"/:’lgg Matrixstrukturen

 Oftist die Dimension von Matrizen und Vektoren ist
bekannt und fix

« Elementare Geometrische Anwendungen:

 Matrix beschreibt meist Transformationen von Vektoren im 2D bzw.
3D (d.h. Dimension klein (2x2, 3x3, 4x4, ....) )

* Matrizen in der Regel als 2D-Array dargestellt
» Fixe Datenstruktur gunstig

* Beispiel: Rotationsmatrix (um z-Achse)

' cosqp —sing O]
J. =|-sinp cosp O
0 0 1
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2SS Matrixstrukturen

* Anspruchsvolle geometrische Probleme:

SS 2017

z.B. Animation mit ARAP (= as-rigid-as-possible)

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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2SS Matrixstrukturen

SS 2017

Anspruchsvolle geometrische
Probleme: z.B. Animation mit ARAP

Gegeben
* Ruhe-Positionen M = {v,, v4, ..., v,} ( 5.000 — 50.000 3D-Punkte)

 Ziel-Position fur einige Punkte {75 = ¢3,79 = ¢y, ... U] = ¢} }
( 50 — 500 3D-Punkte)

Gesucht wird Ziel-Position der tUbrigen Punkte 7; so dass

B() = Zuyen Zuencopll (0 = 8) = By = w][* = min

Dazu sind (u.a.) viele Gleichungssysteme mit bis zu
3 - 49.500 Unbekannten zu losen

Koeffizienten-Matrix ist extrem dunn besetzt

Auch die orthogonalen Matrizen R; sind unbekannt
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_"/:’lgg Matrixstrukturen

Matrizen und Vektoren in Gleichungssystemen

* Meist sehr grolde Dimensionen
z.B. Diskretisierung kontinuierlicher Strukturen

« 107 Unbekannte keine Seltenheit (Spitze bis 103, Stand

20106)
-> Matrix hat dann 10’x107 Elemente oder mehr

« Aber: immer spezielle Struktur:
« z.B. symmetrisch, Band-Struktur, dunn besetzt

* Bei naiver Datenstruktur astronomischer Speicheraufwand:

« schon bei 10’x107 = 10'* mit floating points bendtigt man 800
Terrabyte (double precision)!

« Spezielle Matrixstruktur muss unbedingt ausgenutzt
werden
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_"/:’lgg Matrixstrukturen

« Beispiel:
Temperaturverteilung (auf einer quadratischen Platte)
(bei festen Randbedingungen im Gleichgewichtszustand)

* Die (noch unbekannte) Funktion u(x,y) beschreibt die
Temperatur um Plattenpunkt x,y € [0,4]

* Physik und Mathematik:

Im Innern qilt folgende partielle Differentialgleichung (Laplace):

Au=u, +u,=0
 Diskretisierung:

- statt kontinuierlicher Funktion u(x,y) betrachte man (viele)
Sample-Punkte w;; = u(x;,y,)

- Statt Differentialgleichung eine Differenzengleichung:
Uppyj T Uiy YUy T U - Uy, = 0
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g2ISS Matrixstrukturen

« Beispiel: Diskretisierung Temperaturverteilung auf Platte

Uiy T Uijy Ty Tt - 4u; =0
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

2\ Y
a .

SS 2017
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

vs=a Q——O0—0—0—0—0—0 Diskretisierung fUr »

00000

000 -0 -0 -0 -0
T IS

<.9""@

O---0O----Q---QO----O---0----@ Gitterweite :

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

X, =6h=a

h =

|
V)

a

n+1
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

vs=a Q——O0—O0—0—0—0—0 Diskretisierung fir n=5
OO --O--Q---0O---0----Q GCitterweite : h=nil

| | | i i O Indiesen Punkten
! ! ! ! ! Ist u bekannt

Q- - {:9- - - -é’;} --- ¢— - - —@:} - (:9- ---0 (Randbedingungen)

1=t Q- O---O----O--—-0O----©Q| O Indiesen Punkten
| | ist u unbekannt
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

Ve =a
Us,
U,
V=4
Uy U,
Yo =0
X, = x,=h x,=2h

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

Diskretisierung fur n=5
Gitterweite : ~ h=—
n+l
O In diesen Punkten
Ist u bekannt
(Randbedingungen)

ISt U unbekannt

O In diesen Punkten

X, =6h=a
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

ys=a Diskretisierung fur n=5
Us, Uss
: : a
Gitterweite : h =
Uy n+1
O In diesen Punkten
Ist u bekannt
y (Randbedingungen)
21
s O Indiesen Punkten
Uy Uy, Uys ISt ¥ unbekannt
Yo =0
X, = x,=h x,=2h X, =6h=a
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sol== Beispiel: Temperaturverteilung

Ve =a
Us,
U,
W =ﬁ
Uy U,
Vo =0
X, = x,=h x,=2h

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

Uy
u
Us, 15
Ujy
Uys :
Uys
Us,
ulS o

X, =6h=a
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s I==" Beispiel: Temperaturverteilung

-1 — u
. N Uppgjt Upjag T Ugj + Uy - 4U;)= 0 1
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s == Beispiel: Temperaturverteilung

* Um zuverlassige Ergebnisse zu erhalten muss man mit
Schrittweiten 101 bis 102 oder kleiner wahlen.

« Somit hat der unbekannte Vektor die Grofde
100 bis 10.000 oder grolder

* Die Koeffizienten-Matrix explizit abgespeichert (mit 8 Bytes
pro Eintrag) benotigt bis zu 800 MB

* Aber es gibt nur 50.000 von Null verschieden Eintrage!

« Dunn besetzte Matrizen mit oder ohne Mustern treten bei
Gleichungssysteme haufig auf!
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g == weitere Beispiele

* Hintergrund: Losung partieller Differentialgleichungen,
(hier konkret die Poissongleichung, Laplace-Operator)

0’u  0°u .
=—+—=f(x,y) in Q=]0,1[*

Au .
ox~ oy

zusatzlich geeignete Randbedingungen, z.B.:
u(x,0) = ug(x), u(x,1) = uy(x), u(0, y) = uy(y), u(l, y) = u, (),

* Weitere Verallgemeinerungen

Skalare, lineare, elliptische partielle Differentialgleichung in
2D (oder 3D)

* Naherung der partiellen Ableitungen mit Finiten Differenzen
auf einem uniformen Gitter

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 16



g == weitere Beispiele

* Probleme dieser Art treten in zahlreichen Anwendungen
auf, z.B.:
« Temperaturverteilung in inhomogenen Medien,
« Physik: Elektrostatik, Gravitationspotential, ...
* Fluidmechanik (Druck-Korrektur),
* Umwelttechnik (Grundwasserstromungen),
* Medizin (bioelektrische Felder), u.v.m.

» Diffusionsprozesse (in Materialwissenschaften, Verfahrenstechnik,
biomedizin, Umwelttechnik)

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 17



g~ I&= Diinn besetzte Matrizen

« Einfache dunn besetzte, strukturierte Matrizen

Diagonal Tridiagonal
Bandmatrix der Bandbreite b Blockdiagonal

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 18



g=ZI&< Diinn besetzte Matrizen

ldee: Speichere nur Eintrage die von 0 verschieden sind

70 0 13 O]

0 0 4 0 8
A=

O Il 0 0 O

0O 0 3 0 0

* Zeilenweise ausgelesen der von 0 verschiedenen Werte:

val =[7,13,4,8,11,3]

SS 2017

Wir mussen noch wissen an welchen Stellen diese Werte

stehen!

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g=ZI&< Diinn besetzte Matrizen

« Also speichern wir auch den zugehorigen Zeilen- und
Spaltenindex

7 0 0 13 O]
0O 0 4 0 8
A=
O 11 0 0 O
O 0 3 0 O
val =[7,13,4,8,11,3]
col ind=[14,3,52,3] T ——
row_ind =[1,1,2,2,3,4 ] Indizierung beginnt bei 1

* Wir brauchen nur noch 3-#(non_zero) Werte speichern

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 20



g-I== Compressed Row Storage (CRS)

* Noch effizienter: Statt row ind einen Pointer row pitr der
den Zeilenanfang jeder Zeile markiert

70 0 13

0O 0 4 O
A=

0 11 0 O

0 0 3 0

val =[7,13,4,8,11,3 ]

col ind=[1,4,3,5,2,3]
row ptr=|1,3,5, 6@

01

8
0
0

Beachte:
Indizierung beginnt bei 1

« row ptr zeigt auf die Elemente der anderen Arrays
« das row ptr Array hat #(rows)+1 Eintrage
» der letzte Eintrag in row ptr ist stets #(non zero)+1

* Das ganze heil3t Compressed Row Storage (CRS)

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g2 IS« Compressed Row - CRS Format

Beispiel 110 0 0 0 -2 0
Y 3 90 0 0 3
O 7 8 7 0 0
A =
3 0 8 7 5 0
O 8 0 9 9 13
O 4 0 0 2 -1
val| 10 | -2 |3 31718 3...9(13 [4 |2 [-1
coind| 1 |5 |1 6 |2 |3 1.5 6 2|5 |6
‘ / J J
 _ [
row_ptr{[ 1]/ 36|l 9]13 (/17 (|20 = #(non zero)+1
N

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme
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_",;’l;g- Compressed Row - CRS Format

« Speicheraufwand nur 2- #(non_zero) + #(rows) + 1
« Erlaubt effiziente Matrix-Vektor Multiplikation:

for i = 1..n
y[i] = 0
for j = row ptr[i]..row ptr[i+l]-1

y[i] = yl[i] + val[]j] * x[col_ind[]]]

 Nachteill:

* Einfligen und Loschen schwierig!

- Arrays mussen umstrukturiert werden; ggf. Implementierung mit
verketteten Listen, dafur wird Suchen allerdings teuer

« Kein Random Access auf einzelne Elemente

In der jeweiligen Zeile: Suche auf sortiertem
(Teil-)Array; log(n) mit binary search

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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_",;’l;g- Compressed Row - CRS Format

« CRS fur Blockmatrizen:

» Block Compressed Row Storage (BCRS)
- Zusammenfassen von dicht besetzten Gebieten in Blocke
- Jeder nicht-null Block wird intern normal gespeichert
Behandlung von Blocken als Elemente fur CRS

« Vorteil gegenuber CRS:

« Falls Blocke sehr dicht besetzt sind ist normale Speicherung
effizienter

* Trotzdem werden null-Gebiete nicht gespeichert!
* Speziell fur grolde BlockgroflRen ist BCRS besser als CRS

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g~ [&< Compressed Column - CCS Format

« Analog zu CRS 10 0 0 0 -2 O]
3 9 0 0 O 3
o 7 8 7 0 0
A=
3 0 8 7 5 0
O 8 0 9 9 13
O 4 0 0 2 -1
val| 10 | 3| 3 718 (4|8 9lf 2 |3 [13 [-1
rowind| 1 | 2|4 |2 |3 |5(|6|3|4..5/|6 2[5 |6
1 / J -
( L
col_ptr|| 1 8 (10 |[13 |[17 ||20 = #(non_zero)+1
N~

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme
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g~ I&= Weitere Verfahren fiir diinn besetzte Matrizen

« Speicherformate fur dunn besetzte Matrizen:
 Compressed Row Storage (CRS)
« Compressed Column Storage (CCS)
* Block Compressed Row Storage (BCRS)
 Compressed Diagonal Storage (CDS)
« Jagged Diagonal Storage (JDS)
« Skyline Storage (SKS)

* Details siehe:

 http://www.netlib.org/linalg/html_templates/node89.html

 Aktuelle Forschung dazu in Erlangen (im Schwerpunkt SPPEXA):

M. Kreutzer, G. Hager, G. Wellein, H. Fehske, and A. R. Bishop: A unified sparse
matrix data format for modern processors with wide SIMD units. SIAM Journal on
Scientfic Computing 36(5), C401-C423 (2014). DOI: 10.1137/130930352. Preprint:
arXiv:1307.6209

M. Kreutzer, J. Thies, M. Rohrig-Zoliner, A. Pieper, F. Shahzad, M. Galgon, A.
Basermann, H. Fehske, G. Hager, and G. Wellein: GHOST: Building blocks for high
performance sparse linear algebra on heterogeneous systems. International Journal
of Parallel Programming (2016). DOI: 10.1007/s10766-016-0464-z. Preprint: arXiv:

1507.08101
SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 26




g-I==" Matrizen und Graphen

SS 2017

Die ,Besetzungs-“Struktur einer Matrizen kann durch
Graphen dargestellt werden!

Betrachtet wird ein Graph zu einer nxn-Matrix A = (a;)

G(V,E) ein Graph mit n» Knoten V={P,, i=1,...n};
eine gerichtete Kante P, nach P, existiert, wenn a, =0 .

Umgekehrt, ist die Adjazenzmatrix eines (gerichteten)

Grap

al.j=<

nen G(V,E) mit n Knoten eine nxn-Matrix mit
1, falls Kante von P, nach P,

sonst

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 27



g=I&< Matrizen und Graphen

Beispiel

o = O O

SS 2017

v

o O O =

o O O O

o O O -

> Py

P

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g=I&< Matrizen und Graphen

* Anwendung:

Graph zu beliebiger Matrix

(* 0 0 0 * *)

0 * * * ( 0

0 * * % (g 0
M =

0 * * % (g 0

£ 0 0 0 * *

\* 0 0 0 * */

N

P3

SS 2017

2

A Psl— B

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g2I&< Matrizen und Graphen

Beispiel: man die Knoten geschickt umsortieren, d.h. Spalten
und Zeilen permutieren und erhalt

(* 0 0 0 * *\ (* * * 0 0 0)

0 * * % (0 0 £ %k % 0 0 0

0 * * % ( 0 A £k % 0 0 0
M = _

o * * * (0 0 - M 0 0 0 * * =

*0 0 0 * * 0 0 0 * * =x

\* O 0 0 * */ \O 0 0 * * *)

Eine sog. Blockmatrix

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 30



g2I&< Matrizen und Graphen

Man sieht, dass der Graph nicht zusammenhangend ist

Das bedeutet: Das Gleichungssystem von M lasst sich in zwei
unabhangige Teilprobleme unterteilen!

* Diese Erkenntnis kann enorm wichtig sein!

« zB fur LR-Zerlegung: Statt %rf nur 2._(3) =

SS 2017

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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g=I&< Matrizen und Graphen

* Weiteres Beispiel:

Pl PQ%P3<—>P4 P5

N
-

man die Knoten wie oben umsortiert, d.h. Spalten und Zeilen
permutieren und erhalt folgende Blockmatrix

*
*
*
*
*
*

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

-
o o O
-
*
*
*

Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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.I_/-

gmh== Blockmatrizen

 Man kann Matrizen in einzelne Blocke zerlegen

Dies vereinfacht z.B. die Schreibweise, vor allem wenn
gleiche Blocke mehrfach vorkommen.

Einfacher:
2 1 0 1 B
(1210 \ (B \ _
01 2 1 M = mit
1 0 1 2
M — 2 1 0 1 \ /
1 2 1 0
2 10 1)
PO B=1g 1 2 1
\ -/ \1 0 1 2/

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 33



N =

Blockmatrizen

« Beispiel: Warmeverteilung auf Platte (Poissongleichung)

7 -1

SS 2017

1 u
AN \\
NN \
N \
N1 \ N
\\ N \\ N
N RN
N
P — — AN
4 -1 AN
N AN
L1 \\ N N
\ NN N
\ NN N N
AN NN DN N
\ oo -1 N
\ AN NN
-1 -1 4 N
— — \
N AN N
N N
AN N
AN N
AN AN
AN AN
AN AN
N
AN — —
AN
\\
AN \\ AN
AN NN
N\ NN
AN NN
\\ N N
N N
N
AN
\\ — -
N -1
AN AN
N AN
AN AN
N\
AN
N
\\
-1
Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

- C
—Id

—1d
C

—-1d

—Id

C

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme

L * Tridiagonale Blockmatrix
 tridiagonale Eintragen
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.I_/-

o k== Blockmatrizen

« Mit Blockmatrizen (gleicher Struktur) kann ganz normal
gerechnet werden:

-A11 Alm- -Bn Bl -

m

A= . B-

A B

ml mm ml mm

A B

wobei A; bzw. B; selbst Matrizen € R* mit n=m-k sind

 Addition/Subtraktion: Addieren/subtrahieren der
entsprechenden Eintrage

« Multiplikation: (Matrizen-)Multiplikation der Eintrage und
aufsummieren

e |nverse ?

SS 2017 Matrixdatenstrukturen und -algorithmen Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 35



g-I==" Blockmatrizen

« Beispiel: Matrix-Vektor-Multiplikation:

( a11p ai2 | Adi13 dai4

A — 21 0A22 | A23 424
a31 Q32 | azz Aa34

\ Aq1 Q42 | Q43 A44

( Z;\
b3
\b1/

Sl
|
|

A5 (AnBi+ ADs
A1 By + A9 By

_ <| Ay | Ay D
/ | Aoy | Ao

Umfassende Literatur:

The Matrix Cookbook
http://www.imm.dtu.dk/pubdb/views/

edoc download.php/3274/pdf/

iImm3274.pdf

)

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 36



.I_I-

gmh== Blockmatrizen

. Beispiel: Gleichungsystem ldsen Ax = b

a4, 4 a4y b,
A — tyy Uy Ay Ay, _ A, A, b — b, _ B ]
0 0 a3 ay _ 0 A, _ b, _Bz _

_ 0 0 a; ay _ _b4 _

« Lose mittels Ruckwartseinsetzen:

» zunachst A22 Xz _ Bz

» und dann
A11X1 = Bl - A12X2

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 37



e

Blockmatrizen

Das Splitting in Blockmatrizen kann wichtig sein

* Falls ein Problem nicht komplett in den Speicher passt,
muss das Problem in Teilschritten bearbeitet werden

>

Man passt die Blockgrolde dem verfugbaren Speicher an

> Analog: Optimierung fur CacheArchitekturen

« Zur effizienten Bereitstellung der Daten

>
>
>

Man passt die Blockgrol’e dem gegebenen Cache an
Erlaubt das Nutzen von Pipelining

Dies ist besonders bei GPGPU (General-purpose computing on
graphics processing units) entscheidend

Ergibt ggf. bis zu mehrere Gro3enordnungen an
Performancegewinn

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 38



g-I&< Blockmatrizen - Strassenmultiplikation

e  Matrix-Matrix-Multiplikation (nach V. Strassen 1970):
Berechne C = A:-B, wobei A, B, C 2x2 Block-Matrizen sind

A= A Alz-, B = B By A; und B; sind

4, Ay B, By nxn Matrizen

« Zunachst berechnen wir sieben Hilfsmatrizen
Hy = (A2 — Ag2)(B21 + Ba2)
Hy = (A11 + Aa2)(B11 + B22)
Hs = (A1 — A21)(B11 + Bia)
Hy = (A11 + Ai2)Bas
Hs = A11(B12 — Ba2)
Hg = Ag2(B21 — B11)
H7 = (A1 + Aa2)B1y

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 39



e

Blockmatrizen - Strassenmultiplikation

«  Matrix-Matrix-Multiplikation:
« (C ergibt sich dann aus den Hilfsmatrizen wie folgt:

C C, C,| [H+H,-H,+H, H,+H,
e, ¢, H, +H, H,-H,+H.-H,|
«  Man benétigt Hy = (A9 — Agy)(Bay + Bas)
7 Matrixmultiplikationen  Hy = (A1 + A22)(B11 + Ba2)
18 Matrixadditionen Hs = (A11 — A21)(B11 + Bi2)

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme
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oy
o

e Blockmatrizen - Strassenmultiplikation

Matrix-Matrix-Multiplikation:

Auf die 7 Matrixmultiplikationen konnen wir rekursiv wieder das
gleiche Partitionierungsschema anwenden

Pro Rekursionsschritt reduziert sich die Matrixdimension bei der
Multiplikation

Seien M , A Kosten der Multiplikation bzw. Addition.
Danngilt: M, =7M +18A =7 M _ + 18 n?

Die Multiplikation einer n x n Matrix benotigt m = log, n Rekur-
sionsschritte. Falls n = 2 erhalt man fur die Kosten F =M

Fm =7F +18(2m)2=7(7F 1+18.(2m—1)2)+18.4m=
=7"F +18- E 774" = O(T™)
Und da m = 10g2 Mn — Fm — 0(7711) _ 0(710g2n) _ O(n10g27) ~ O(n2,807)

SS8201mester Matrixdatenstrukturendund-algerithenem:r systeme Prof. U. Riide - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 41



g-I==" Blockmatrizen - Strassenmultiplikation

Matrix-Matrix-Multiplikation:
* Der rekursive Blockmatrix Algorithmus ist schneller als die naive Matrix-
Matrix-Multiplikation !

10.000  |100.000 _
e - _m---n_
O(Vl ) =~ O(I/l ) 1012 1015 1018 1027
3 n2807 264108 1.70-10™ 1,08-10™ 698106 18.4- 1025
vsS. O(n”)
Faktor 3,78 5.90 9.19 14,32 54.18
Co-Wi 745 313.3 1.318 5.546 4.13-10 5

« Der Algorithmus ist auch bekannt als Strassen-Multiplikation
« Die numerische Stabilitat ist etwas schlechter als die der naiven Variante
> siehe: N. Higham: Accuracy and Stability of Numerical Algorithms

- Es geht sogar noch schneller: Coppersmith-Winograd: O(n*°"°)

> siehe:Coppersmith: Matrix Multiplication via Arithmetic Progression
« Besserals O(n®) kann es nicht gehen! Warum?
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g- == Parallelisierbarkeit und Pipelining

* Eine Operation ist gut parallelisierbar wenn
* sie in mehrere Teiloperationen zerlegt werden kann

« ohne, dass Nebenlaufigkeiten oder Abhangigkeiten
entstehen

* Beispiel: Vektoraddition
a +b for i=1...n

* Hier kann jeder Teilschritt kann einzeln
* und voneinander unabhangig abgearbeitet werden!
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goI=="Parallelisierbarkeit und Pipelining

Beispiel: Vektoraddition

« Pipeline (ohne Prozessor Pipelining):

a +b for i=1l.n

verarbeitet

4 N\

Prozessor

 Annahme: Prozessor braucht 3 Taktzyklen fur eine Addition

« Rechenzeit: 3n Clocks!

« Pipline mit Prozessor-Pipelining (im Taktzyklus 3):

verarbeitet Schritt1 verarbeitet Schritt3

SS 2017

« Rechenzeit mit Pipelining: n+2 C|OCKSW

Matrixdatenstrukturen und -algorithmen

Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme

44



i —

Parallelisierbarkeit und Pipelining

- Beispiel: Vektoradditon  a. +b.  for i=1.n

Input Data

Pipeline, Multi-Core (3 Cores):

mverarbeitet
.| Ja7+b7 |ad+b4 a1 +b1 [k

mverarbeitet
.. | [aB+b8 [a5+b5 |a2+b2 |G

mverarbeitet
.| la9+b9 [a6+Db6 |a3+b3 |MAkem

Arbeit wird nun durch Anzahl der Prozessoren geteilt.

Jeder einzelne Prozessor kann wiederum Prozessor-Pipelining
unterstutzen

dann ergibt sich ein Aufwand von (n+2)/(#num_cores) Clocks
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g=I==Parallelisierbarkeit und Pipelining

- Beispiel: Vektoradditon  a. +b.  for i=1.n

* Pipeline, SIMD (Single-Instruction-Multiple-Data), SIMD-Breite 3

Nbeitet gleichzeitig

N P E AT EVET R EXET S | Pro-essor
Sl - |- |28+Db8 [a5+Db5 |a2+b2

* Vektoreinheit fuhrt eine Operation gleichzeitig an mehreren Daten
durch

* \Verschiedene Operationen in einem Schritt sind nicht moglich

zB. a1+ b1 und a2 * b2 musste sequentialisiert werden.
* Bei gleicher Operation selbe Performance wie Multi-Core
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s == Parallelisierbarkeit und Pipelining

*  Multi-Cores und SIMD ist typisch fur heutige Hardware!
« Aktuelle Grafikhardware (NVIDIA GTX Titan):
* 15 Prozessoren (1 standardmafig deaktiviert)

192 Kerne / Prozessor
e 14 x 192 = 2688 Kerne

« Aktuelle CPUs haben ahnliches: SSE (Streaming SIMD Extension)
* SSE4 hat 128 Bit breite Register (= SIMD-Breite 4 single precision)
* AVX: 256 Bit

* AVX-512 hat Vektorregister mit 512 Bit Breite (Knights Landing) = 16 Werte
In single precision

« Zuruck zu Blockmatrizen:

» Blocksplitting erlaubt Pipelining und Parallelisierbarkeit bei
Matrixoperationen

« Fazit: Blockgrof3e immer an jeweilige Hardware anpassen, um optimale
Performanz zu erzielen, sonst liegt Rechenleistung brach

« Algorithmen kdnnen/mussen auch dahingehend optimiert werden!
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g-I== Zusammenfassung

« Beispiel: Diskretisierung der Poisson-Gleichung
(des Laplace-Operators)

« Spezielle Matrix Strukturen

« Datenstrukturen fur dunn besetzte Matrizen
« CRS
« BCRS
« CCS

 Blockmatrizen, schnelle MM-Multiplikation (Strassen)
* Beschleunigung: Pipelining, Parallelisierung
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