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* Funktionen mehrerer Veranderlicher f:R» — R
» bivariate: fx,y)
» trivariate: f(x,y,z)

I « Veranschaulichung in 2D Funktionsgraph: ,Gebirge”

* Gegeben diskrete samples einer unbekannten Funktion
Stutzstellen (x,, y,)

Stutzwerte  f, =f(x,, ;)

« Gesucht Naherungswerte von f an den Stellen
,2dazwischen”.

* Ansatz: Konstruiere eine interpolierende Funktion g:
g(x;, y) =/
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Erinnerung 1D : Punkte x; bzw. Intervalle [x,x, ]

Geometrie (Lage der Punkte) und
Topologie (welches sind die Nachbarn)

2D : Punkte mit Nachbarschaftsbeziehung - Gitter

V.

1

Ein Gitter besteht aus
» Ecken (vertex), V={V.}
» Kanten (edge), E={E;}
» Zellen (face), F={F,}

Euler-Formel fur planares Gitter ohne Locher:
(F|-|E|+|V]|=1
—— —— ——

Anzahl Anzahl Anzahl
Zellen Kanten Ecken

SS 2018
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Dreiecks-Gitter, Vierecks-G., beliebige Polygone,
gemischt:
(triangle mesh), (quad mesh),  (unstructured mesh)

Gleiche Geometrie (Lage der Punkte) aber
unterschiedliche Topologie (Nachbarschaftsbeziehung)

Vierecke Dreiecke gemischt
(quads) (triangles)

SS 2018
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Dreiecks-Gitter, Vierecks-G., beliebige Polygone,
gemischt:
(triangle mesh), (quad mesh),  (unstructured mesh)

Gleiche Geometrie (Lage der Punkte) aber
unterschiedliche Topologie (Nachbarschaftsbeziehung)

Vierecke Dreiecke gemischt
(quads) (triangles)
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* Datenstrukturen
(shared vertex oder
indexed face set) : 2 Listen

I * Liste der Punkte (vertex list)
Koordinaten der Ecken

* Liste der Zellen (face list)
Verweise auf die vertex list

* Beispiel: 1

Y10

v

vertexlist: facelist:
0:x,,¥,; 0:0,3,4;

1:x, 1:0.4,1;
2:%,,,; 2:4,5,1;
3:X;5, )55 3:3,9,5.4;
4:%,,Y45 4:5,6,2,1;
5:xg,)s; 5:9,6,5;
6: X,V 6:3,8,7;
X5, 5 7:7.8,3;
8 Xq, Vg 8:7,10,8;
9: Xy, Vo; 9:10,11,9,8;

10 : X105 V105 10:9,11,6;
| B AR

" Achte auf die Orientierung

SS 2018  Multivariate Interpolation
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« Beispiel shared vertex / indexed face set (MeshLab Demo)

« Dragon:
» # Vertices: 437645
» # Faces: 871414

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Rude - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 8
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437645
871414

» # Vertices
» # Faces

7-53"-)&

Beispiel shared vertex / indexed face set (MeshlLab Demo)
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Berucksichtige nur die Daten in der Umgebung des
jeweiligen Punktes.

Extrem Zellenweise: nur Werte in den Eckpunkten der
Zelle

Bilinear in 2D falls
Zelle rechteckig

Linear in 2D falls
Zelle ein Dreieck

SS 2018

Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme

10



N

feo

Zweistufiges Verfahren: &
o
1. Zwei lineare Interpolationen in x-Richtung Yo . S'
0
I foo=(U=a) foo+a-f, Jor g 4
f*1=(1—Ot)‘f0,1+0l'f1,1 I
_ _ ST X .
wobei o  —x, Joo S J1o

2. Die Ergebnisse von 1. linear in y-Richtung interpolieren

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 11
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Vi
Ergebnis der bilinearen Interpolation ¢ IQ ........... I
Yo
BL(s,t) = (1= B)(1 =) fy + ;o )+ B (1 =) fo, + ;)
wobei o =2"% ynd p =22
X1 = X V1= Vo

SS 2018
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Andere Sichtweise:

-t x-S -7 S—-X
BL(s,t) = 4| — *foot “ = fio
Yi—= Vo X1 =X Yi—= Vo X=X
[ — S—X [ — X, —S
+ yO . 0 °f1,1+ yO 1 .f(),l
Yi—= Vo X1 =X Yi—= Vo X1 =X

= Woo 'fo,o + Wi 'fl,o + W 'f1,1 + Woi 'fo,l

Vi @ i @

A S Q ------------------------------
Yo @ @
Xy § X;

SS 2018
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Andere Reihenfolge - erst zweimal in y-Richtung, dann
einmal in x-Richtung - liefert das gleiche Ergebnis.
(Obige Formel ist unabhangig von der Reihenfolge!)

Die bilineare Interpolierende ist i.a. keine ebene Flache
Ausnahme: Die vier 3D-Punkte (x;, y;, f;;) liegen in einer

Ebene

Der bilineare Interpolant ist keine lineare Funktion uber
der Ebene, sondern i.A. ein Polynom vom Grad zwei
(enthalt einen Term der Form s-1)

SS 2018
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Liegen die Stutzstellen auf einem , Tensorprodukt“-Gitter

gesichert)

{(zj,y5) 11 <i<n 1<j<m} y, —© —00
@ O O—O0O0

I y3

kann die Interpolation zuerst in x-

Richtung und dann in y-Richtung

(oder umgekenhrt) jeweils als y O—O O—0-0

eindimensionale Interpolation 2

ausgefuhrt werden, und dabei die

bekannten Algorithmen zum yp 9 o—o=¢

Einsatz kommen. (Losbarkeit ist X, X, Xy X, Xs

Beachte, dass das resultierende bivariate Polynom in x-Richtung ein
Polynom vom Grad » und in y-Richtung ein Polynom vom Grad m ist. In
Richtung & = a x +  y ist es ein Polynom vom Grad m+n.

SS 2018  Multivariate Interpolation
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Interpolation in dreieckigen Zellen mit
linearer Interpolation

geometrisch

Berechnung mit Hilfe baryzentrischer Koordinaten:

SS 2018
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Gegeben drei Punkte R, S, T in der Ebene,
die nicht auf einer Geraden liegen.

Jeder Punkt P der Ebene lasst
sich eindeutig wie folgt darstellen:

P=pR+oS+T

l=p to +7
0,0 und Tt heilden

baryzentrische Koordinaten
von P bezuglich A(R,S,T)

SS 2018
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* Drei (lineare) Gleichungen fur 3 Unbekannte

« Berechnung der baryzentrischen Koordinaten:
mit Cramerscher Regel:

Py S¢ T
P, Sy 1y Pr—Tp Sz T

1 1 1

Ry =Ty FPip—=1% Ry — Py 5Sz—Fx
G_Ry_Ty PU_Ty P Ry_Pg Sy—Py
C Ry —Tr Sp— Ty o Ry — Ty 5z—T;

Iy —Ty Sy—Ty Ry —Ty Sy—Ty

» Das ist in der Computergraphik Standard, aber wegen der Stabilitatsmangel
der Cramer‘schen Regel bei hoheren Genauigkeitsanforderungen zweifelhatt.

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 18
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Losen des 3x3 Gleichungssystems:

e bzw.:
(1 1
O zo —x
0 y2—u»1

1
:7)3 — :I)l

Y3 — y1

tl-

12

i3

1
J
Y

1
£ ;771
Yy —y1 |

« kann (und sollte) ganz normal mit Gauss-Elimination +
Pivot-Suche geschehen. Das ist insbesondere der richtige
Weg fur die Berechnung der baryzentrischen Koordinaten
in 3D (oder noch héher-dimensional).

SS 2018
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Einfache Beispiele

P.:(p,0,7)
P,:(1,0,0)

P
P,:(0,1/2, 1/2)
P

4: (19 19 _1)
P (-1/2,-1/2,2)

(Eckpunkt)
,: (1/3, 1/3, 1/3) (Schwerpunkt)

(Kantenmitte)
of’s

SS 2018

Multivariate Interpolation
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Geometrische Interpretation (1)

Erinnerung:
det (B-4,C-A) = area (Parallelogramm) C o r

= 2-area(A(4,B,0)) A
A B

p = area(A(P.S, 7)) /area(A(R,S, 1))

ebenso
o = area(A(R,P1))/area(A(R,S,T))

T = area(A(R,S,P)) /area(A(R,S,T))

SS 2018
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Geometrische Interpretation (2)
« Teilungsverhaltnisse

SS 2018  Multivariate Interpolation

Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Vorzeichen der baryzentrischen Koordinaten

\ p<0 '//
\\\ <0 //Q
\\\‘C >0 /é
p>0 \\Z; p<0
<0 c>0
>0 p>0 T >0
oc>0
>0 \___13:0__._
---""""R/ \lo p<0
) p>0 \
e w0 2070
Tt <0 a v <0 \

SS 2018
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Baryzentrische Koordinaten

SS 2018

Multivariate Interpolation
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« Sind nun in den Eckpunkten des Dreiecks A(R,S,T)
(skalare oder vektorielle) Daten gegeben:

fr Js und fr

 Den Wert des linearen Interpolanten an einer Stelle
PeE AR,S,T) erhalt man wie folgt:

fp=p  frto-fs+T f wobei p, o, T die baryzentrischen

Koordinaten von P bzgl. A(R,S,T) sind

* Analogie zur linearen Interpolation in 1D

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 25
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e trilinear in 3D

falls lokale Umgebung ein Quader
4-mal in x-Richtung linear interpolieren

2-mal in y-Richtung - -

1-mal in z-Richtung - -

multi-linear (in nD): 2714+ 2724+ 22+2 + 1 lineare
Interpolationen

linear
falls lokale Umgebung ein Simplex (ein Tetraeder in 3D)
= konvexe Hulle von n+1 Punkten in allgemeiner Lage

Baryzentrische Koordinaten eines Punktes P (im 3D-Fall):
P=pR+oS+tT+vU mit p+o +t+v=1

Alles Weitere wie in 2D !

Aber Achtung, dass die baryzentrischen Koordinaten stabil

berechnet werden. Computergraphikbtcher sind da manchmal

etwas ,uninformiert”

SS 2018
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e Quaderin3D:

 4-mal in x-Richtung

[xmin9 xmax] X [ymim ymax] X [Zmin7 Zmax]

W----------

X —-r r—Xx_.
- max . min
® fu= Jou + Jii
max X min max _ “‘min
A !
. . ,/ : H
« 2-mal in y-Richtung e ;
P
ymax_S S_ymin z/ i :/
® fu= Sroe ¥ S I I
max ./ min max . min Y e i. .......
]
. . !
* 1-mal in z-Richtung :
i
]
z -t [ —2z ® &
_ max min .
® f;fst - ~ ~ f;fSO + ~ f;fsl
max min max  “min
.=fz'jk ‘=frjk .=frsk .=er1
SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 27
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J_I AR

* linear
falls lokale Umgebung ein Simplex
(Verallgemeinerung von Dreieck nach nD)
= konvexe Hulle von n+1 Punkten in allgemeiner Lage.

« Simplex in 3D: konvexe Hulle von 4 Punkten die nicht in
einer Ebene liegen - Tetraeder
= Pyramide uber dreieckiger Grundflache

AU
 Baryzentrische Koordinaten ‘quj\
eines Punktes P (im 3D-Fall):
P=pR+oS+tT+vU / W\
mit /
p+o +tt+tv=1 =y \
R N
S

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 28
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Geometrische Interpretation: Ubertrage nach 3D
* Erinnerung:
det (B-4,C-A) = area (Parallelogramm) o\
= 2-area(A(4,B,C)) AR .\

.,
e
i _l"
-
: -" Q
=

———
———

« p=area(A(PS,7))/area(A(R,S, 1))
ebenso
o = area(A(R,PT1))/area(A(R,S,T))
t = area(A(R,S,P)) /area(A(R,S,1))

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 29



Ve =¥
“ E 5 e
Geometrische Interpretation: Ubertrage nach 3D /"
VAR \\
,"/ “, \\,~
 Teilungsverhaltnisse AR |\
R A
S
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Tensor-Produkt-Ansatz der 1D-Verfahren

» nur fur Spezialfalle (gridded data)
Radiale Basis-Funktion (RBF)

» geht immer

SS 2018
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Tensorprodukt-Ansatz:

Voraussetzung: Stutzstellen s
bilden rechteckiges Array: Vs
{(x;,y) -1<isn,1<j<m} Y3

A D)

Y1

X; X, X3 X; X5 X4
zB Polynominterpolation: Gesucht ein Polynom

n-1 m-1

p(x,y) = Echqx y’

p=0¢=0

das die Interpolationbedingungen
p(xiayj) = fij

erfullt.

SS 2018
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. Tensorprodukt-Ansatz:

Y1
p(x y) E Eq ra* g
: : : Y3
I . !Dle Intgrpolatlpnsb_edlngungen ¥,
In Matrixschreibweise: s
X; X, X3 X; X5 X
(z qO pqxl )/] )j=
0 n-1 0 0
/xl X \( Coo Com-1 \( Vi Vo \
X 0 xn—l c c m-1 m-1
\ n n / \ n-10 n-1m-1 / \yl Vm )
/]Fll flm \
\Jpnl ]an/
SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 33
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Matrixschreibweise in Kurzform  XCY’' = F
dabei sind X und Y die Vandermonde-Matrizen zu den

Stutzstellen {x;} bzw. {y;} .

Losungsstrategie:

» LOse XD=F
das sind m 1D-Probleme

(eines fur jede Spalte von F )!

» Lose CY' =D bzw. YC' =D’

das sind n 1D-Probleme (fur jede Spalte von DT)

SS 2018
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* Tensorprodukt-Ansatz (mit Newton-Polynomen)

Ys
p(’x y) 2 Eq 0 qup(x)Nq(y) y4
Y3
I . !Dle Intgrpolatlpnsb_edlngungen v
In Matrixschreibweise: ¥,
X X, X; X, X5 Xg
1 O °e O 0 dOO Om
1 x,-x 0
I x,,—-x N, (x,.) 0
1 ‘xn - ‘xl Nn—l (xn) Nn (xn) dn—lO dn—lm—l
1 1 1 1 i Jim
0 »,=-n Vo =V Va0
0 Nn—l(yn—l) Nn—l(yn)
o 0 - 0 N,(»,) S Jum
SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Matrixschreibweise in Kurzform  XDY' = F.
Dabei sind X und Y Dreiecksmatrizen (die Newton-
Polynome ausgewertet in den Stutzstellen {x,} bzw. {y} ).

Losungsstrategie:

» Lose XE =F
das sind m 1D-Probleme
(eines fur jede Spalte von F )!

» Lose DY = E bzw. YD' = E’
das sind n 1D-Probleme (fur jede Spalte von ET)

Diese n+m 1D Interpolationsprobleme kann man mit
Aitken-Neuville effizient [0sen!

SS 2018
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* Tensorprodukt-Ansatz:

Voraussetzung: Stutzstellen Vs
bilden rechteckiges Array: Vi
I {(x,y) -1<isn, 1<j<m} 7

« Effizientes Losungsverfahren durch »:
Reduktion auf 1D-Probleme

* |m allgemeinen Fall ist Polynom- y
Interpolation nicht moglich ® o

» Zahl der Freiheitsgrade ist problematisch ®

(zB welchen Polynomgrad fur 8 Punkte)

» (Theoretische) Losbarkeit nicht gesichert L
(zB 6 symmetrisch angeordnete Punkte) *
» Mehrdeutigkeit
- Schwieriges mathematisches Problem:
(Algebraische Geometrie)

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 37
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Beispiele
» Multi-Quadriken

» Inverse Multi-Quadriken

» Thin-Plate-Spline

Radiale Basis-Funktionen (RBF)
» |dee: 1D-Funktion #(r) radial-symmetrisch fortsetzen

l?(r)= VR*+7° (R>0)

- 1
) e

g(r)= r* -log(r)

Radial symmetrische Fortsetzung (in 2D):

ho(x ) =i + 57

(R >0)

SS 2018

Multivariate Interpolation
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Beispiel Inverse Multi-Quadrik (mit Konstante R = 0.5)

1D-Funktion radial-symmetrische Fortsetzung

h(r)— !

J0.25 +

SS 2018
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Beispiele der 1D-Funktionen

Multiquadrik (R=1)

~~

h

Inverse Multiquadrik (R=1)

Thin Plate Spline

SS 2018
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wobei die Funktionen
h. die um die Stutzstellen

(x, x;) zentrierten
radialen Basis-Funktionen
sind:

hi(xay) = ho(x_xiay_yi)

Die Koeffizienten d,

mussen so bestimmt werden,
dass die Interpolations-
bedingungen erfullt sind.

+  Ansatz fir den Interpolanten:  g(x,y) =¥ " d(x, )

-1‘1 ".

SS 2018
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+ Ansatz fir den Interpolanten:  g(x,y)= Y dh,(x,)

mit noch n unbekannten Koeffizienten d,

I * Diese werden festgelegt durch die n Interpolations-
bedingungen g(xjayj)= Elldihi(xjayj):fj

- Lineares System

(h(x,y)  h(x,y) hn(pr/l)le\ (fl\
h(xy,y,) h(xy,»,) o h(x,»,)| 4, /s

\hl('xrﬁyn) hZ(xn7yn) hn(xnayn))\dn/ Kfn)

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme 42
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Losbarkeit des LGS ist gesichert (fur MQ, InvMQ und TPS,
bei beliebiger Lage der Stutzstellen)

Bei vielen Punkten (> 1000) schlecht konditioniert
-> sorgfaltig losen.

Liefert auch im Fall ungleichmalig verteilter Daten gute
Ergebnisse.

Bei MQ und InvMQ muss die Konstante R ermittelt
werden, abhangig von der mittleren Punktedichte
Beachte: bei TPS ist dies nicht notwendig!

Lineare Funktionen werden nicht exakt rekonstruiert
— RBF mit linearer Prazision (s.u.)

Ubertragung auf 3D und nD ist méglich (andere #!)

SS 2018
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g A== Interpolation mit RBF - Beispiel

« 60 zufallige Samples -

"+
nl + oJ
] we @ @ +
0.2 oy ES
03 e o
- 0 ’
B4 & *4 o 8 °
1.5 L 2 4 ‘
06 * +* 5 % o
u,':- » $ * o
0.8+ S
i +
0.9 . o *
L | LA M | | | ||

DAZNTHOAASOH4030201 0

Originalfunktion (grun)

SS 2018
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240 zufallige Samples

240 Sample — Punkie, Original, REF — Inrerpoiani,

SS 2018  Multivariate Interpolation
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Radiale Basis Funktionen mit (linearer) Prazision

Ziel: Lineare Funktionen werden exakt rekonstruiert

AnsatZ f(x, y) =d+ bx + (&% + 2:;1 dihi (xa J/)

Interpolationsbedingungen + verschwindende Momente

(E _l JE(%»J@))‘O Moment 0.-ter Ordnung

Ql | z l(xjayj))x =0 Moment 1.-ter Ordnung

2 Qzl , z(xj»yj))yj =0 .

Verallgemeinerung: polynomielle Prazision

SS 2018  Multivariate Interpolation Prof. U. Ride - Algorithmik kontinuierlicher Systeme
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Radiale Basis Funktionen mit (linearer) Prazision

feey)=a+bxrey+ S dh(x,y)

das resultierende (n+3)x(n+3) — Gleichungssystem:

00 Y h(x;y)
0 O ijjhl(xj,yj)

XN h(x,, )
X, WM h(x,,Y,)

xn yn hl(xn’yn)

S b)) o S ) | a
jxjhz(xjayj) ijjhn(xjayj) b

C
hy(x, 1) h,(x;, ) d, | =
hz(x2,y2) hn(xzayz) dz
hz(xnayn) hn(xnayn) dn

N
g

SS 2018
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diskrete Strukturen beinhalten Geometrie und Topologie
» Gitter, Datenstruktur: shared vertex

Lokale Verfahren (zellenweise interpolieren)
» im Rechteck: bilineare Interpolation
» im Dreieck: lineare Interpolation (mit baryzentrischen Koordinaten)

Baryzentrische Koordinaten
» Definition
» geometrische Charakterisierungen

Globale Interpolation
» Polynominterpolation ist problematisch
(auler rechteckiges Array von Stutzstellen — Tensorprodukt)

» RBF: Radiale Basis-Funktionen
(Multi-Quadrik, inv. Multi-Quadrik, Thin-Plate-Spline)

» RBF mit linearer Prazision

SS 2018
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