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Vorwort

Dieses Skript basiert auf den Skripten zur gleichnamigen Vorlesung von Prof.
Dr. Alexander Martin und Prof. Dr. Martin Schmidt vergangener Jahre an der
Technischen Universitdt Darmstadt und der Friedrich-Alexander-Universitét
Erlangen-Niirnberg.

Obgleich das Skript also schon eine gewisse Erprobung erfahren hat, sind
Fehler nicht ausgeschlossen. Denken Sie daher beim Nacharbeiten der Veran-
staltung mithilfe des Skripts kritisch nach.

Wenn Sie Fehler finden oder Verbesserungsvorschlédge haben, teilen sie Sie
mir bitte mit.

Dieter Weninger

Erlangen, Wintersemester 2017/2018
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Kombinatorische Optimierung



Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Optimierung beschéftigt sich damit, Minima und Maxima
einer Funktion f iiber einer Menge €2 zu finden. Aus der Analysis ist mit dem
Satz von Weierstrafl bekannt, dass eine stetige Funktion iiber einer kompakten
Teilmenge des R™ ihr Minimum und ihr Maximum (in Punkten den i, und
Tmax) annimmt. Dieser Satz ist ein reiner Existenzsatz. Er sagt nichts dariiber
aus, wie man die Punkte &y und zpax berechnen kann. Die Optimierung
im weitesten Sinn beschéftigt sich mit dem Problem der Bestimmung dieser
Punkte. Die Funktion, deren Minimum oder Maximum gefunden werden
soll, nennen wir Zielfunktion und die Menge €2 heilst zuldssige Menge. Die
Elemente x € Q heifsen zuldssige Punkte oder zuldssige Losungen. Die zulassige
Menge kann der ganze Raum R™ sein (dann spricht man von unrestringierter
Optimierung bzw. von Optimierung ohne Nebenbedingungen) — sie kann
aber auch eine Teilmenge des Raums sein, die durch sog. Nebenbedingungen
beschrieben wird. In diesem Skript werden zwei verschiedene Schreibweisen
fiir ein Minimierungsproblem verwendet:

min {f(z): x € Q}
bzw.
min f(z)
st. e

Beides bedeutet dasselbe: Wir suchen das Minimum der Funktion f {iber der
zuléssigen Menge 2. Die Abkiirzung “s.t.” steht fiir das englische “subject to”,
was soviel bedeutet wie “unter den Nebenbedingungen”. Oft ist die zulassige
Menge durch Gleichungen und Ungleichungen beschrieben, es gilt also

Q={zeR": g(x) =0, h(z) > 0}



mit Funktionen g : R® — R*, h: R™ — R™. Die Menge der Punkte aus €2, in
denen das Minimum angenommen wird, bezeichnen wir mit

argmin(f, Q).
Formal bedeutet dies
a=min {f(x): x € Q} < argmin(f,Q) ={z € Q: f(z) = a}.
Beispiel 1. Wir suchen das Minimum der Funktion
f:R=R, f(r)=a3—75z%+18z—10.5
iiber der Menge aller Punkte, die die beiden Nebenbedingungen

—r+1<0,
22 —52<0

erfiillen. Die Zielfunktion in diesem Beispiel ist also

f(z) =2® —7.52° + 18z — 10.5
und die zulassige Menge ist die Menge

Q={recR:2—-1>0,22 -5z <0} =[1,5].
Formal wird das Optimierungsproblem demnach geschrieben als
min {x3 — 7522 +182 —105: 2 —1>0,2° =5z < 0}

oder auch

mgn x5 —7.52% + 18z — 10.5

st. z—12>0,
2?2 — 52 <0.

Siehe Abbildung [I.1] fir eine Skizze. Das Minimum wird im Punkt z = 1
angenommen, d.h., argmin(f, Q) = {1}, der zugehorige Funktionswert ist

f1) =1. A

In der Grafik ist auflerdem ein Phidnomen zu sehen, das sehr oft beobachtet
werden kann: Es gibt ein sog. lokales Minimum im Punkt x = 3. Diese
Beobachtung fiihrt uns zur folgenden Definition.



Abbildung 1.1: Die Funktion f(x) = 2% — 7.522 4+ 182 — 10.5 im Intervall [1, 5]

Definition 1.1 (Lokale und global Optima). Ein Punkt & € Q heiftt lokaler
Minimalpunkt (oder lokales Minimum) der Funktion f {iber der Menge €2,
wenn eine offene Umgebung U(Z) von 7 existiert, so dass

f(@) < flz) Veel(r)nQ

gilt. Der Punkt & € Q heift globaler Minimalpunkt (oder globales Minimum)
der Funktion f iiber der Menge 2, wenn

f(@) < flx) vVoe

gilt. Lokale und globale Mazimalpunkte (bzw. lokale und globale Maxima)
sind analog definiert.

Eine weitere wichtige Beobachtung ist die, dass jedes Maximierungsproblem
auch als Minimierungsproblem geschrieben werden kann. Dabei nutzt man
aus, dass

max {f(x): x € Q} = —min {—f(z): z € Q}

gilt. Statt also ein Maximierungsproblem max{ f(x) : z € Q} zu 16sen, kann
man auch das Minimierungsproblem

min {—f(z): z € Q}

l6sen. Um schliefslich den korrekten Wert des eigentlich gesuchten Maxi-
mums zu erhalten, muss die Losung des Minimierungsproblems noch mit —1
multipliziert werden.

Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel . Wir suchen nun das Maximum der
Funktion
f(z) =23 - 7.52% + 18z — 10.5



Abbildung 1.2: Die Funktion — f(z) = — (2% — 7.52% + 18z — 10.5) im Intervall
[1,5]

iiber der Menge
Q={zcR:2—-1>0,2° -5z <0} =1,5].

Wie man in Abbildung [I.]] sieht, wird das Maximum im Punkt z = 5
angenommen und der zugehorige Zielfunktionswert ist f(5) = 17. Bestimmen
wir dieses Maximum iiber den Umweg des Minimierungsproblem, so erhalten
wir

max {23 — 7.52% + 18z — 10.5: 2 — 1 > 0,2° — 5z < 0}
= —min {—(2® — 7.52% + 182 — 10.5): 2 — 1 > 0,2% — 5z < 0}.

Grafisch ist dies in Abbildung [I.2] dargestellt. Das Minimum von — f {iber
[1,5] wird im Punkt x = 5 angenommen, der zugehorige Funktionswert ist
f(5) = —17. Um auf das Maximum der urspriinglichen Funktion zu kommen,
multiplizieren wir jetzt —17 mit —1 und erhalten 17. A

Je nachdem, welche Form die Zielfunktion und die zulissige Menge haben, ist
ein Optimierungsproblem verschieden schwer zu losen. Der folgende Uberblick
soll eine grobe Einteilung von Optimierungsproblemen bieten.

Lineare Optimierungsprobleme

Von einem linearen Optimierungsproblem, auch lineares Problem (LP) ge-
nannt, spricht man, wenn sowohl die Zielfunktion f als auch die Nebenbedin-
gungen g;,7 =1,...,k, und hj,j =1,...,m, (affin-)lineare Funktionen vom
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R™ nach R sind. Ein lineares Optimierungsproblem in Standardform ist von
der Gestalt:
min ¢'z st. Ar=0b, x>0 (1.1)

mit c € R, b € R™, A € R™" und = € R"H Wie man sich denken
kann, ist dies die einfachste Klasse von Optimierungsproblemen. Es gibt
eine Reihe von Algorithmen zur Losung von LPs wie zum Beispiel den
Simplex-Algorithmus oder Innere-Punkte-Verfahren. Verschiedene Varianten
des Simplex-Algorithmus werden wir im Rahmen dieser Vorlesung kennenler-
nen.

Beispiel 3 (Ein Transportproblem). Ein Chemieunternehmen hat m Fabri-
ken Fi,...,F,, und r Verkaufsstellen Vi,...,V,. Jede Fabrik F; kann pro
Woche a; Tonnen eines gewissen chemischen Produkts herstellen. Die Grofe a;
heikt Kapazitit der Fabrik F;. Jede Verkaufsstelle V; hat einen bekannten
wochentlichen Bedarf von b; Tonnen des Produkts. Die Kosten, um eine
Tonne des Produkts von Fabrik F; an Verkaufsstelle V; zu transportieren,
bezeichnen wir mit ¢;; > 0.

Informell lasst sich das zu l6sende Problem wie folgt beschreiben: Welche
Menge des Produkts muss man von jeder Fabrik zu jeder Verkaufsstelle
transportieren, so dass die Kapazitiaten der Fabriken eingehalten werden,
der Bedarf aller Verkaufsstellen gedeckt ist und die resultierenden Kosten
minimal sind?

Um diese Frage mithilfe der mathematischen Optimierung zu beantworten
miissen wir das Problem zunédchst modellieren. Es seien dazu x;; > 0 fiir
1 <i<mund1 < j <rdieZahl der Tonnen, die von F; nach V; transportiert
werden. Dann kann man das Problem wie folgt formulieren:

m T
min E E CijTij

i=1 j=1
T
s.t. E Tij < ag, i=1,...,m,
j=1
m
Zﬂfz‘jzbﬁ j=1,...,r
i=1
T35 > 0, 1=1,....m,g=1,...,mr.

Hierbei modelliert die Zielfunktion die Transportkosten, die erste Nebenbedin-
gung beschreibt die Kapazitatsbedingungen und die zweite Nebenbedingung

1Sind damit wirkliche alle mdglichen linearen Formen abgedeckt? Was ist z. B. mit
allgemeinen Ungleichungsbedingungen? Was ist mit konstanten Anteilen in der Zielfunktion?
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sichert, dass der Bedarf erfiillt wird. Es handelt sich hierbei um ein lineares
Optimierungsproblem.ﬂ A

Diskrete Optimierungsprobleme

Bei den linearen Optimierungsproblemen der Form sind alle Variablen x
des Problems kontinuierliche Gréfsen. In vielen Anwendungen ist diese Annah-
me aber nicht haltbar und es miissen sogenannte Ganzzahligkeitsbedingungen
an die Variablen (oder an eine Teilmenge der Variablen) gestellt werden. Man
hat also zusétzliche Bedingungen der Form

r; € ZCZ oder xz;€{0,1}.

Ist dies der Fall nennt man das resultierende Optimierungsproblem ein dis-
kretes oder ganzzahliges Optimierungsproblem. Wird die Ganzzahligkeitsbe-
dingung nur an eine Teilmenge der Variablen gestellt, so sprechen wir von
einem diskret-kontinuierlichen oder gemischt-ganzzahligen Optimierungspro-
blem. Obwohl diese Ganzzahligkeitsbedingungen die Menge der zuléssigen
Losungen weiter einschrankt, d. h. den Suchraum eigentlich verkleinert, sind
diese Probleme typischerweise schwieriger zu losen. Warum dies der Fall ist
und mit welchem Methoden diese Probleme trotzdem gelost werden konnen
ist Gegenstand der Vorlesungen “Diskrete Optimierung 1 & 2”.

Im Gegensatz zu den diskreten Optimierungsproblemen bezeichnen wir Opti-
mierungsprobleme, bei denen keine Ganzzahligkeitsbedingungen auftreten,
als kontinuierliche Optimierungsprobleme. Ein LP der Form ist also ein
Spezialfall eines kontinuierlichen Optimierungsproblems.

Kombinatorische Optimierungsprobleme sind dadurch gekennzeichnet, dass
aus einer Menge von diskreten Elementen (z.B. Gegensténde, Orte) eine
Teilmenge zu konstruieren ist, welche gewisse Nebenbedingenen erfiillt und
beztiglich einer Kostenfunktion optimal ist (z.B. kleinstes Gewicht, kiirzeste
Strecken). Derartige Fragestellungen spielen in der Praxis eine grofe Rolle
und konnen héufig als Graphenproblem oder als (ganzzahliges) lineares
Optimierungsproblem formuliert werden.

Konvexe Optimierungsprobleme

Ein sehr wichtiger Spezialfall der kontinuierlichen Optimierungsprobleme sind
die konvexen Optimierungsprobleme.

ZWarum? Wie sehen die LP-Daten ¢, A und b aus?
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Um den Begriff eines konvexen Optimierungsproblems genau beschreiben zu
kénnen, bendtigen wir zwei Definitionen.

Definition 1.2 (Konvexe Menge). Eine Menge K C R™ heifst konvex, wenn
gilt:
Ve,y e KVte[0,1] = tzr+(1—-t)y€eK.

Definition 1.3 (Konvexe Funktion). Sei f : D C R™ — R eine Funktion
und K C D eine konvexe Menge. Die Funktion f heifst konvex auf K, falls
gilt:

z,ye K,itel0,1] = fiz+ 11—ty <tf(x)+ (1 —-1t)f(y).

Konvexe Optimierungsprobleme sind dadurch definiert, dass die zu minimie-
rende Funktion und die zulassige Menge konvex sindE|

Zudem haben diese Probleme die niitzliche Figenschaft, dass jedes lokale
Optimum auch ein globales Optimum ist. Wer mehr iiber konvexe Optimie-
rung lernen méchte, dem sei das Buch Conver Optimization von Boyd und
Vandenberghe [4] empfohlen.

Globale Optimierungsprobleme

Handelt es sich bei einem gegebenen Problem nicht um ein konvexes Problem,
so kénnen durchaus lokale Optima auftreten, die nicht gleichzeitig globale
Optima sind. Diese Probleme nennt man daher auch globale Optimierungs-
probleme. Diese Problemklasse beinhaltet sowohl Probleme mit als auch ohne
Ganzzahligkeitsbedingungen.

Das Ziel dieser Vorlesung ist die Vermittlung von Grundlagen, die sowohl fiir
diskrete als auch fiir die kontinuierliche Optimierung benétigt werden. Auf
dieser Basis ist spéter eine Spezialisierung in die eine oder andere Richtung
moglich.

Eine detailliertere Klassifizierung von Optimierungsproblemen als die hier
vorgestellte findet man z. B. in dem Buch Numerical Optimization |14] von
Nocedal und Wright.

3 Als Ubung kann man sich dann an die Beantwortung der Frage machen, warum diskrete
oder diskret-kontinuierliche Optimierungsprobleme nicht konvex sind.
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Kapitel 2

Grundlagen der
Graphentheorie

In diesem Kapitel werden wir grundlegende Begriffe der Graphentheorie
einfithren, uns darum kiimmern, wie man Graphen abspeichern kann und
auferdem die ersten Graphenalgorithmen diskutieren.

Die allgemeinen Begriffe der Graphentheorie (und vieles mehr) findet man
z. B. in Diestel [6]. Diejenigen Aspekte, die schon stérker in Richtung kombi-
natorischer Optimierung auf Graphen gehen, kénnen gut in Korte und Vygen
[12] nachgelesen werden.

2.1 Grundlegende Begriffe

Beispiel 4. 1. Bei dem sogenannten Konigsberger Brﬁckenproblem[] lau-
tet die Problemstellung wie folgt: Gibt es eine Rundreise durch die
Stadt Konigsberg (vgl. Abbildung [2.1]), die jede Pregelbriicke genau
einmal benutzt? Eine etwas abstraktere Darstellung des Problems ist
in Abbildung gegeben. Die Antwort ist “Nein”. Warum dem so ist,
werden wir im Verlauf der Vorlesung lernen.

2. Das Haus vom Nikolaus (Abbildung [2.3). Hier lautet die Problem-
stellung: Kann man das Haus vom Nikolaus zeichnen ohne den Stift
abzusetzen?

3. Ein Grundversorgungsproblem: Die Frage ist, ob man alle drei Hiu-
ser durch entsprechende Leitungen bzw. Rohre mit Gas, Wasser und
Strom versorgen kann ohne dass sich zwei Verbindungen kreuzen; vgl.

Abbildung [2.4] A

'Leonhard Euler, 1736
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Abbildung 2.1: Die Kénigsberger Briicken (anno 1736) (siche Diestel [6])

1 2 )
(——9)
3 4 -

Abbildung 2.2: Abstrakte Darstellung des Konigsberger Briickenproblems

Definition 2.1 (Ungerichteter Graph, Knoten, Kanten, Inzidenzfunktion).
Ein ungerichteter Graph G ist ein Tripel G = (V, E, ¥) mit einer nicht-leeren
Menge V', den Knoten, einer Menge E, den Kanten, und einer Inzidenzfunkti-
on W : E — V x V. Dabei bezeichnet V' x V die Menge der ungeordneten
Paare von Elementen aus V. Die Funktion ¥ weist also jeder Kante e € F
ein Paar von Knoten u,v € V' zu durch ¥(e) = uv = vu.

Beispiel 5. Wir betrachten wieder den Graph des Konigsberger Briicken-
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Abbildung 2.3: Das Haus vom Nikolaus

oW o

G S W

Abbildung 2.4: Fin Grundversorgungsproblem

problems aus Abbildung Hier gilt

V ={a,b,c,d},
E={1,2,....7},
V(1) = {a,b} = ab = [a, ],
U(7) ={¢c,d} = cd = [¢,d],
G=(V,E). A

Definition 2.2 (Endlicher, unendlicher Graph). Ein Graph G heifst endlich,
falls |[V| < oo und |E| < oo gilt. Andernfalls heift G unendlich.

Falls ein Graph nicht explizit als unendlich gekennzeichent ist, gehen wir
sowohl in den Ubungen als auch im Skript von einem endlichen Graphen aus.

Am Beispielgraphen aus Abbildung [2.5] fiihren wir jetzt weitere Begriffe ein.
Die Knoten 1 und 2 liegen auf bzw. sind inzident zu e. Die Kante e verbindet
die Knoten 1 und 2. Die Knoten 1 und 2 sind Nachbarn bzw. adjazent.
Zwei Kanten, die den selben Endknoten haben, werden sowohl inzident als
auch adjazent genannt. Die Kante ey mit W(eg) = 44 heiltt Schlinge und
die Kanten ez, eq € E mit W(e3) = ¥(eyq) heilien parallel. Ein Graph ohne
Schlingen und parallele Kanten heifst einfach.

Definition 2.3 (Gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph oder Digraph
D = (V, A, ) ist ein Tripel bestehend aus einer Menge V' # (), einer Menge A

16



Abbildung 2.5: Die Graphenbegriffe inzident, adjazent, parallele Kanten und
Schlinge

von Bégen und einer Inzidenzfunktion ¥ : A — V' x V', wobei hier (4, j) # (4,1)
fiir i,j € V gilt.

Beispiel 6 (Gerichteter Graph). Wir betrachten den gerichteten Graphen
aus Abbildung 2.6l Es ist U(a) = (2,1), ¥(e) = (1,2) und ¥(a) # ¥(e). ¥(a)
und ¥(e) sind gerichtet. {2,1} und {1, 2} sind ungerichtet. A

Abbildung 2.6: Gerichteter Graph

Die bisher gewahlten Notationen orientieren sich an den englischen Namen:
e Bogenmenge A: engl. arc
e Kantenmenge E': engl. edge
e Knotenmenge V': engl. vertex

e Gerichteter Graph D: engl. di-graph oder directed graph
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Fiir eine Kantenmenge F' C E bezeichnen wir V(F') als die Menge aller Kno-
ten, die zu einer Kante f € F' inzident sind. Fiir eine Knotenmenge W C V
bezeichnen wir mit E(WW) C E die Menge aller Kanten mit beiden Endknoten
in W. Fiir ein Beispiel siche Abbildung

V({2,6}) = {b,c,d}
E({a}) =0
E({a,b,c}) = {1,2}

§({c}, {b,d}) = {2,6}
W VAW)=6W) fir WV
({a, e}, {b,¢c,d}) = {1,3,5}

Abbildung 2.7: Kanten- und Knotenmenge

Fiir zwei Knotenmengen U, W C V bezeichnen wir mit [U : W] bzw. 6(U, W)
die Menge der Kanten mit einem Endknoten in U und einem Endknoten in
W. Anstelle von 6(W, V' \ W) schreibt man auch kurz §(1W). Eine Kantenmen-
ge F' C FE wird als Schnitt bezeichnet, wenn es eine Knotenmenge W C V mit
(W) = F gibt. Die Menge 6(W) wird auch als von W induzierter Schnitt
bezeichnet. Im Fall eines gerichteten Graphen D = (V, A) bezeichnet

W) == {(i,j) € A:i e W,j € V\ W}
die Menge der ausgehenden Bogen und

W) :={(i,j) € Ari e V\W,j e W}
die Menge der eingehenden Bégenﬂ vgl. Abbildung
Die Anzahl der inzidenten Kanten eines Knoten v wird der Grad (engl. degree)
von v genannt und mit deg(v) bezeichnet. Dabei erhthen Schlingen den Grad
eines Knoten um 2. Ist G ein einfacher Graph, dann entspricht deg(v) der
Anzahl der Nachbarn von v. Ist deg(v) = 0, so nennen wir v einen isolierten

Knoten; siehe z. B. Knoten e in Abbildung [2.9] Ein Knoten v heift gerade
bzw. ungerade, falls deg(v) gerade bzw. ungerade ist.

Satz 2.4. Die Anzahl der Knoten ungeraden Grades in G ist stets gerade.

Beweis. Zahlen wir die Grade aller Knoten in G zusammen, so zdhlen wir
jede Kante vw genau zweimal: einmal von v und einmal von w aus. Es gilt
also |E| = 1>, .\, deg(v) und damit ist >, deg(v) eine gerade Zahl. [

?In der Literatur sind auch die Bezeichnungen 6 (W) := §°*(W) und 6~ (W) := §™(W)
weit verbreitet.
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e &*({a,e}) ={1,8}

6~ ({a,e}) = {3}

Abbildung 2.8: Ein- und ausgehende Bogen §°" und 6™

deg(a) =3
deg(e) =0

Abbildung 2.9: Ein Graph mit isoliertem Knoten e

Ein Graph G = (V, E) heifst vollstindig, falls jeder Knoten mit jedem anderen
verbunden ist. Manchmal bezeichnen wir den vollstdndigen Graphen mit K,
wobei n die Kardinalitdt der Knotenmenge ist. Der K5 ist beispielsweise in

Abbildung gegeben.

Ein einfacher Graph, dessen Knotenmenge V' in zwei disjunkte, nicht-leere
Teilmengen Vi, Vo mit V3 U Ve = V eingeteilt werden kann, so dass keine zwei
Knoten in V4 und keine zwei Knoten in V5 benachbart sind, heilst bipartit;
vgl. Abbildung 2.17] Falls uv € E fiir alle u € V;,v € Va, so spricht man von
einem vollstindigen bipartiten Graphen. Diese eindeutig bestimmten Graphen
werden auch als K, , bezeichnet, wobei m = |Vi| und n = |V3| gilt.

Eine endliche Folge K = (vg, e1,v1,€2,v2,...,ek, vx) mit k > 0 heifst Kette,
falls die Folge mit einem Knoten beginnt und endet und jede Kante ¢;,7 =

1,...,k, mit den Knoten v;_; und v; inzidiert. Vereinfacht schreibt man auch
K = (vo,v1,...,vx). Der Knoten vy heifst Anfangsknoten, der Knoten vy, heift
Endknoten und die Knoten vy, ..., vi_1 heifen innere Knoten der Kette. Eine

Kette, in der alle Knoten voneinander verschieden sind, heift Weg. Beachte,
dass in einem Weg auch alle Kanten voneinander verschieden sind. Ein Weg,
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Abbildung 2.10: Der vollstdndige Graph Kj5

o Knoten aus V;
O Knoten aus V5,

Abbildung 2.11: Ein bipartiter Graph

bei dem zwischen Anfangs- und Endknoten eine Kante existiert, heifst Kreis.
Sind in einer Kette alle Kanten verschieden, so sprechen wir von einem Pfad.
Beispiele fiir eine Kette, einen Pfad und einen Weg sind in Abbildung [2.12]
zu sehen.

Ein Pfad, der jede Kante des Graphen genau einmal enthélt, heilt Eulerpfad.
Ist der Pfad geschlossen, so heift er Fulertour. Ein Graph, der eine Eulertour
enthélt, heifst eulersch. Es ist nicht schwer zu sehen, dass ein Graph genau
dann eulersch ist, wenn jeder Knoten geraden Grad hatE|

Ein Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt, heifst Hamiltonweg. Ist der
Pfad geschlossen, dann heifst er Hamiltontour oder auch Hamiltonkreis. Ein
Graph, der einen Hamiltonkreis enthélt, heifst hamiltonsch.

Ein Graph, der derart in der Ebene zeichenbar ist, dass sich keine zwei Kanten

3Genauer werden wir uns dieses Thema in der Ubung ansehen.
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(1,2,5,4,1,5,4,3) ist Kette, (2,1,3,4,5,3,6) ist Kette, (2,1,3,6) ist Kette,
kein Pfad, kein Weg. Pfad, aber kein Weg. Pfad, Weg.

Abbildung 2.12: Kette, Pfad und Weg

kreuzen, nennt man planar. Haufig betrachtet man in der Graphentheorie die
Frage, ob ein Graph oder eine gegebene Klasse von Graphen planar ist. Zum
Beispiel konnte man sich fragen, ob der vollstdndige Graph K3 3 planar ist.
Auch diese Fragestellung werden wir in den Ubungen betrachten. Nicht alle
Graphen sind planar, wie man in Abbildung zum Grundversorgungspro-
blem erkennen kann.

Ein planarer Graph teilt die Ebene in eine Menge von Flachen Fg ein. Zu jeder
Flache F' € Fq gibt es genau einen Kreis Cr C E, der diese Flache umschlieft.
Ein solcher Kreis heifst Fldchenkreis. Fiihren wir einen Knoten fiir jede Fléache
aus Jg ein und Kanten zwischen den Knoten, deren zugehorige Fléchen
benachbart sind (genauer: deren zugehorige Flachenkreise eine gemeinsame
Kante haben), so erhalten wir einen neuen Graphen, den dualen Graphen von
G (in Zeichen G* = (V*, E)). Beachte, dass jede Kante im dualen Graphen
genau einer Kante in G entspricht, so dass wir fiir beide Graphen die gleiche
Kantenmenge F verwenden. In Abbildung [2.13] ist ein Beispiel fiir einen
dualen Graphen zu sehen.

Abbildung 2.13: Dualer Graph (in griin)
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V= {17213:4’5}
E={12,13,14,...}
Ja,Losung: 4,1,3,2,1,5,4,3,5

4 )

Abbildung 2.14: Eulerpfad in G

2.2 Exkurs: Algorithmen

Im Lauf der Vorlesung wollen wir unterscheiden zwischen “einfachen” und
“schweren” Problemen sowie zwischen “guten” und “schlechten” Algorithmen.
Um mit der Komplexitédt der Losung von Problemen umgehen zu kénnen,
miissen wir formalisieren, was wir unter einem Problem und unter einem
Algorithmus verstehen.

Ein Problem ist eine Fragestellung mit noch nicht festgelegten Parametern und
einer Spezifikation, wie eine Losung aussieht. Wenn alle Parameter spezifiziert
sind, so spricht man von einer Instanz des Problems.

Beispiel 7. Ein Beispiel fiir ein Problem ist:
Sei G = (V, E) gegeben. Enthdlt G einen Eulerpfad?

Die Fragestellung ist klar. Die noch nicht festgelegten Parameter sind der
Graph G mit seinen (noch nicht spezifizierten) Kanten und Knoten. In
Abbildung ist eine Instanz des Problems gegeben. Dazu wurden die
Knotenmenge als auch die Kantenmenge spezifiziert. Eine Spezifikation der
Losung kann die Antwort “Ja” oder “Nein” sein. Eine andere Spezifikation
konnte aber zusétzlich auch die Kodierung eines Eulerpfads im “Ja’-Fall
sein. A

Die “Grofse” einer Instanz wird angegeben durch die Verwendung eines Ko-
dierungsschemas. Wir verwenden die Bindrkodierung. Mit (n) bezeichnen wir
die Kodierungsldnge (Grofe) einer Zahl n € Z:

(n) = [logy(In| +1)] + 1.

Fiir eine rationale Zahl r = p/q € Q mit teilerfremden p und ¢ ist die
Kodierungslange gegeben durch
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Abbildung 2.15: Der Graph G aus Beispiel [§]

Die Kodierungsliange eines Graphen G = (V, F) mit rationalen Kantenge-
wichten oder Kapazitéten c, fiir e € F ist definiert durch

(@) = VI+|E[+ ) _(ce)-

eck

Beispiel 8. Wir betrachten den Graph aus Abbildung Es gilt

(G) = [VI+|E|+ > {ce)
ecE
=5+4+6+2-([logo(|1|+1)] +1)4+3-([logy(]2| +1)] + 1)
+ 1 ([logy(I3[+1)]+1)
=5+6+2-243-34+1-3=27.

Die Kodierungsldnge des Graphen G ist also (G) = 27. A

Ein Algorithmus ist eine endliche Menge von Operationen auf einer gegebenen
Menge von Daten. Der initiale Zustand dieser Daten beschreibt die Eingabe
des Algorithmus und beim Halten des Algorithmus steht die Ausgabe in einer
festgelegten Position in den Daten.

Man beachte, dass die Menge der Operationen endlich und fest gegeben ist,
wohingegen sowohl die Eingabe als auch die Lange der Eingabe variiert und
typischerweise von der Instanz abhéngig ist. In der Regel sind die Eingaben
als Felder (engl. arrays), also als endliche Folgen gegeben. Die Anzahl dieser
Felder ist konstant und nur abhéngig vom Algorithmus, wohingegen die Lénge
der Felder von der Instanz abhangt.

Wir sagen, ein Algorithmus A st ein Problem II, falls A fiir alle Instanzen I
von II, eine Losung in einer endlichen Anzahl an Operationen findet. Ein Al-
gorithmus darf auf Variablen z1, ..., z; und ein Feld a zugreifen, dessen Lange
von der Instanz abhéngen darf. Als Operation erlauben wir die folgenden
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Typen, wobei i,j,h € {1,...,k} ist,

zi < alzj), alz;] + zi,

Zi <= 25 + 2n, Zi & 25 — Zp,

Zi < ZjZh, Zj Zj/Zha

zi < 2 + 1, z; < 1 falls z; > 0 und z; < 0 sonst,

sowie Kontrollstrukturen wie z. B. while-Schleifen. Die Operationen beinhalten
also insbesondere die elementaren arithmetischen Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und Vergleich.

Das hier beschriebene algorithmische Modell ist das einer Random Access
Machine (oder kurz: RAM). Die RAM ist ein Rechnermodell der theoretischen
Informatik, das einem realen Rechner sehr &hnlich ist; vgl. z. B. Kapitel 4
in Schrijver |19].

Die Laufzeit eines Algorithmus ist die Anzahl der Operationen, die zur Losung
der Instanz notwendig sind. Sei T4 (1) die Laufzeit eines Algorithmus A zur
Losung einer Instanz mit Kodierungsliange hochstens [ € N. Wir sagen, dass
der Algorithmus A ein Polynomialzeit-Algorithmus ist, falls es ein Polynom p
gibt mit

Ta(l) <p(l) fiirallel e N.

Die Menge der Probleme, die in Polynomialzeit 16sbar sind, d. h., fiir die es
einen Polynomialzeit-Algorithmus gibt, bezeichnen wir mit P.

Die Turingmaschindﬂ ist ein weiteres theoretisches Rechnermodell, welche die
Arbeitsweise eines Computers auf besonders einfache und mathematisch gut
zu analysierende Weise modelliert. Wahrend eine RAM auf eine beliebige
Feldposition a[i] mit ¢ € N in konstanter Zeit zugreifen kann, kann eine Turing-
maschine nur auf benachbarten Feldpositionen (z.B. ..., a[5],al6],a[7],...)
arbeiten. Die Turingmaschine und die RAM koénnen sich gegenseitig in Poly-
nomialzeit simulieren.

Definition 2.5 (Landau-Symbole). Sei M = {f: f : N — R} die Menge der
reellwertigen Funktionen. Fiir g € M definieren wir

O(g) :={f € M:3c,ng € N: f(n) < cg(n) fir alle n > ng},
Qg) :={f € M:3e,no € N: f(n) > cg(n) fiir alle n > ng},
O(g) = 0(9) N Q(9g)-

Informell lassen sich die Landau-Symbole wie in Tabelle 2.I] beschreiben. Das
flir uns wichtigste Landau-Symbol ist das O, da es es uns erlaubt eine obere
Schranke fiir die Laufzeit von Algorithmen zu beschreiben.

4Die Turingmaschine ist benannt nach Alan Turing, der sie 1936 einfiihrte.
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Notation  Anschauliche Bedeutung

f€0O(g) f wichst hochstens so schnell wie g
f€Q(g) f wachst mindestens so schnell wie g
f€0(g) f wichst genau so schnell wie g

Tabelle 2.1: Landau-Symbole

Polynomialzeit-Algorithmen vom Grad k haben stets einen Laufzeitauf-
wand in O(n*), wohingegen exponenticlle Algorithmen den Laufzeitaufwand
O(2™),O(n!) oder O(n™) haben.

Beispiel 9. Gegeben sei die Funktion f(n) = 3n? + n + 1. Da es sich
hierbei um eine quadratische Funktion handelt, der Grad ist also k = 2, gilt
f(n) € O(n?), was wir aber noch zeigen miissen.

Um dies zu zeigen, nutzen wir die entsprechende Definition:
O(g)={f € M:3c,ng € N: f(n) < cg(n) fir alle n > np}.

Im Prinzip bedeutet dies, dass es eine Funktion g gibt, die schneller oder
zumindest gleich schnell wéchst wie f. Dazu multiplizieren wir auch noch
eine Konstante ¢, die wir fiir den Beweis frei wiahlen konnen:

f(n) <cg(n) <= 3n*+n+1<cn’

Jetzt miissen wir ein ng und ¢ finden, fiir die diese Gleichung gilt. Zunéachst
dividieren wir mit n?, das ergibt dann

1,1
3+-+—<c
n n

Nun kénnen wir uns ein ng wihlen, z. B. ng = 1. In die Gleichung fiir n
eingesetzt ergibt dann, dass ¢ > 5 gewahlt werden muss; wir wéhlen also ¢ = 5.
Offensichtlich gilt fiir ng = 1 und ¢ = 5, dass die Gleichung fiir alle n > ng
erfiillt ist, was man noch, z. B. mittels vollstdndiger Induktion, zeigen mussﬂ
Somit ist also bewiesen, dass f(n) € O(n?) gilt und wir sind fertig. A

2.3 Speicherung von Graphen

Im Folgenden diskutieren wir drei verschiedene Arten zur Speicherung von
Graphen und illustrieren sie alle am Graphen in Abbildung [2.16] Es sei dabei
D = (V,A) mit |V| =n und |A| = m.

SBitte iiben!
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Abbildung 2.16: Ein Beispielgraph zur Diskussion unterschiedlicher Speiche-
rungen von Graphen

Kanten- bzw. Bogen-Liste: Die Speicherung in einer Bogenliste lautet
dann:
n,m, ai, e, az,€2, ..., Gm,Em,

wobei a; der Anfangsknoten von Bogen i € A und e; der Endknoten
von Bogen ¢ ist. Fiir den ungerichteten Fall ergibt sich eine dquivalente
Darstellung.

Eigenschaften:
e Speicher O(m)
o Zugriff O(m)
In unserem Beispielgraphen in Abbildung lautet die Bogenliste

5.4, 1,2, 1,3, 2,3, 2,5.

Adjazenzmatrix: Ein Digraph wird spezifiziert durch die Angabe einer
n x n Adjazenzmatrix M = (ai;)1<i j<n, Wobei a;; = 1, wenn (7, 7) € A,
und a;; = 0 sonst.

Eigenschaften:
e Zugriff Adjazenzbeziehung O(1)
e Speicher O(n?)

Fiir unseren Beispielgraphen lautet die Adjazenzmatrix

01100 01100
00101 101 01
M=1{0 0 0 0 O bzw. ungerichtet M = (1 1 0 0 O
00 00O 00000
00 00O 01000

Inzidenzmatrix: Ein Digraph wird spezifiziert durch die Angabe einer
n x m Inzidenzmatrix B = (asj)1<i<n,1<j,<m, Wobei a;; = 1 wenn
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Knoten i € V' der Anfangsknoten von Bogen j € A ist, a;; = —1 wenn
Knoten 7 Endknoten von Boden j ist und a;; = 0 sonst. Im Fall von
ungerichteten Graphen speichert man stets eine 1.

FEigenschaften:
e Zugriff Inzidenzbeziehung O(1)
e Speicher O(nm)

Fiir unseren Beispielgraphen lautet die Inzidenzmatrix

11 0 0 1100

-1 0 1 1 1 0 1 1
B=|0 -1 -1 0 bzw. ungerichtet B= |0 1 1 0
0O 0 0 0 00 00

0O 0 0 -1 00 01

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten bipartiten Graphen ist eine total
unimodulare Matriz, genauso wie die eines gerichteten Graphen. Dabei
heifit eine Matrix total unimodular, falls jede quadratische Untermatrix
Determinante +1, —1 oder 0 hat.

Adjazenzliste: Eine Adjazenzliste besteht aus der Anzahl der Knoten, der
Anzahl der Kanten sowie fiir jeden Knoten seinen Grad und die Liste
seiner inzidenten Kanten bzw. Bogen oder seiner benachbarten Knoten
(eventuell mit Kosten oder weiteren Informationen).

Eigenschaften
e Speicher O(n + m)
o Zugriff O(n)

Fiir den obigen Beispielgraphen wire die Adjazenzliste die folgende:

5

4

1, 2: 1,2, 1,3
2,3: 1,2, 2,3, 2,5
3,2: 1,3, 2,3

4, 0:

5, 1: 2,5
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2.4 Suchalgorithmen auf Graphen

Eine Frage, die in vielen Anwendungen und in vielen Algorithmen als Subpro-
blem auftaucht, ist, ob es einen Weg zwischen zwei Knoten in einem Graphen
gibt. Wir diskutieren in diesem Abschnitt zwei Algorithmen zur Beantwortung
dieser Frage: die Breiten- und die Tiefensuche. Vorab benétigen wir aber
noch eine Defintion.

Definition 2.6 (Zusammenhang). Ein ungerichteter Graph G = (V, E)) heift
zusammenhdngend, falls es zu je zwei beliebigen Knoten v, w € V' einen Weg
in G mit v als Anfangsknoten und w als Endknoten gibt. Einen maximalen
zusammenhédngenden Teilgraphen von G nennt man eine Zusammenhangs-
komponente.

2.4.1 Breitensuche

Algorithmus |1f gibt eine formale Beschreibung der Breitensucheﬂ Die Varia-
ble next gibt dabei am Ende des Algorithmus die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten an. Alle Knoten einer Zusammenhangskomponente sind
dadurch gekennzeichnet, dass sie am Ende alle mit demselben Wert mark
markiert sind. Die Breitensuche arbeitet nach dem FIFO-Prinzip (First-In-
First-Out), d.h., derjenige Knoten, der bereits entdeckt aber noch nicht
abgearbeitet wurde, den der Algorithmus als erstes “entdeckt” hat, wird als
néchstes bearbeitet.

Beispiel 10 (Breitensuche). Wir illustrieren die Breitensuche jetzt an einem
Beispiel; vgl. Abbildung [2.17]

Zuerst wahlen wir einen Startknoten. Wir wéahlen Knoten 1, in Grafik (1)
blau markiert. In Grafik (2) wurde dieser nun markiert, daher griin. Die
Nachbarknoten von Knoten 1 sind blau markiert. Von diesen beiden Knoten
wéahlen wir einen aus; wir wihlen nach dem FIFO-Prinzip Knoten 2. Die
Nachbarknoten von Knoten 2 sind ebenfalls blau markiert. Da aber Knoten 1
noch einen uns unbekannten Nachbar hat, ndmlich Knoten 3, nehmen wir
erstmal diesen in die Liste auf und merken uns schon einmal seine Nachbarn
vor, indem wir sie blau markieren.

Nun gehen wir zuriick zu unserem ersten gefundenen Nachbarn von Knoten 1,
dem Knoten 2 und schauen, welche uns unbekannten Nachbarn dieser hat.
Der erste Unbekannte ist Knoten 4, welcher dann in die Liste aufgenommen
wird. Anschliefiend folgt Knoten 5. Da Knoten 5 auch noch einen unbekannten
Nachbarn hat, wird dieser vorgemerkt und blau markiert. Damit hat Knoten 2
keine uns unbekannten Nachbarn mehr und wir kehren zuriick zu Knoten 3.

SEngl.: breadth-first-search oder BFS
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Algorithmus 1 Breitensuche
Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Anzahl der Zusammenhangskomponenten und die Menge der
Knoten jeder Zusammenhangskomponente.
1: Setze mark(v) = —1 fiir alle v € V, next = 0 und L = .
2: for ve V do

3: if mark(v) < 0 then

4: next <— next + 1

5: Fiige v ans Ende der Liste L an.

6: while L # () do

7 Wihle v vom Anfang der Liste und entferne v aus L.
8: if mark(v) < 0 then

9: mark(v) <— next

10: for alle zu v adjazenten w do

11: if mark(w) < 0 then

12: mark(w) < next

13: Fiige w am Ende der Liste an.

14: return next, mark(-)

@ ® @
(2) 3
@
®
Y] ® @ © @
(2)

3) 2 @
@6 @ @OOOD @OOG®O
®

Abbildung 2.17: Grafische Darstellung der Breitensuche



Knoten 3 hat als erster Nachbar den Knoten 6, dieser ist uns nicht bekannt
und wird daher in die Liste aufgenommen. Der néchste ist Knoten 7, auch
dieser ist unbekannt und wird in die Liste aufgenommen.

Nun sind alle Nachbarn von Knoten 3 bekannt und wir kehren zum letzten
Knoten zuriick, der noch unbekannte Nachbarn hatte; das war Knoten 5. Der
unbekannte Nachbar von Knoten 5 ist Knoten 8, welcher dann auch direkt in
die Liste mit aufgenommen wird. Wie man in Grafik (9) erkennen kann, sind
nun alle Knoten griin markiert und uns somit bekannt.

Die BFS-Reihenfolge der Knoten, die wir um beschriebenen Beispiel gefunden
haben, lautet also

1-2—+3—-4—-5—-6—>7—8.

Eine andere Moglichkeit ware

1—-3—22—>7—-6—>5—4—28. AN

2.4.2 Tiefensuche

Algorithmus [2] beschreibt das Verfahren der Tiefensuchd’} Diese Methode
arbeitet nach dem LIFO-Prinzip (Last-In-First-Out). Bei der formalen Be-
schreibung machen wir das erste Mal davon Gebrauch, dass ein Algorithmus
auch einen anderen Algorithmus als Subprozedur aufrufen kann. Dies er-
laubt es haufig, ein Verfahren iibersichtlicher darzustellen und einfacher zu
analysieren.

Algorithmus 2 Tiefensuche
Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Anzahl der Zusammenhangskomponenten und die Menge der
Knoten jeder Zusammenhangskomponente
Setze mark(v) = —1 fiir alle v € V und next = 0.
1: for v eV do
2 if mark(v) < 0 then
3 next <— next 41
4 mark(v) < next
5: for w adjazent zu v do
6
T

checkNeighbor(w, next)

return next, mark(-)

Wie bei der Breitensuche steht am Ende des Verfahrens in der Variable next
die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des Graphen G und mark hat
ebenfalls die gleiche Bedeutung wie bei der Breitensuche.

"Engl.: depth-first-search oder DFS
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Algorithmus 3 checkNeighbor(w, next)
Eingabe: G = (V, E),w € V, next, mark(-)
1: if mark(w) < 0 then

2: mark(w) = next
3: for alle zu w adjazenten v do
4: checkNeighbor(u, next)

( @ @ ® @
(2) (6 2 6
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® @ ® @ ® @
2 (6) 2 @© (2)
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Abbildung 2.18: Grafische Darstellung der Tiefensuche

Beispiel 11 (Tiefensuche). Wir illustrieren die Tiefensuche wieder an einem
Beispiel; vgl. Abbildung [2.18]

Auch hier wéhlen wir zuerst einen Startknoten, dieser ist Knoten 1. Nun
suchen wir uns einen Nachbarn von Knoten 1 aus, zur Auswahl stehen
Knoten 2 und 6, wir wihlen Knoten 2.

Nun schauen wir, welche Nachbarn Knoten 2 hat, wovon wir einen wahlen. Wir
wahlen Knoten 3. Knoten 3 hat keine uns unbekannten Nachbarn, daher gehen
wir wieder einen Knoten zuriick, also zu Knoten 2. Der letzte unbekannte
Nachbar von Knoten 2 ist Knoten 4, weshalb wir zu Knoten 4 gehen. Die
moglichen Nachbarn von Knoten 4 ist nur ein Knoten, Knoten 5, welchen
wir dann auch wéhlen. Knoten 5 hat keinen Nachbarn, also geht es zuriick zu
Knoten 4, auch dieser hat keine weiteren unbekannten Nachbarn, also weiter
zuriick zu Knoten 2. Auch dieser hat keine weiteren Nachbarn, daher gehen
wir noch einen Schritt weiter zuriick, also zu Knoten 1. Knoten 1 hat wieder
einen uns unbekannten Nachbarn, Knoten 6, welchen wir wahlen. Knoten 6
hat die beiden Nachbarn 7 und 8, wovon wir Knoten 7 wéhlen.
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Nun wird wieder geschaut, welche Nachbarn Knoten 7 hat. Da Knoten 7 keine
Nachbarn hat, geht es wieder einen Schritt zuriick zu Knoten 6. Knoten 6
hat noch einen weiteren uns unbekannten Nachbarn, Knoten 8, welchen wir
wahlen. Da Knoten 8 keinen weiteren Nachbarn mehr hat und wir bereits
alle Knoten erfasst haben, sind wir fertig.

Die DFS-Reihenfolge der Knoten, die in diesem Beispiel beschrieben wurden,
lautet demnach
1-2—=+3—-4—=-5—=-6—7—=8.

Eine andere Moglichkeit wére
12628272224 —=5—=3. A

Satz 2.7. Die Laufzeit von Tiefensuche (2)) betragt O(|V| + |E|).

Beweis. Der Algorithmus beginnt damit, die Markierung aller Knoten zu
initialisieren. Dies benétigt offenbar eine Laufzeit von O(|V]).

Nun betrachten wir den restlichen Teil des Algorithmus. Die Zeilen 2, 3 und
4 der Tiefensuche sowie die Zeilen 1 und 2 von checkNeighbor werden in O(1)
behandelt.

Jeder Knoten v € V wird genau einmal markiert. Dies sieht man dadurch, dass
mark(v) nur dann veréndert wird, wenn vorher die Bedingung mark(v) < 0
iiberpriift wurde und next nie negative Werte annimmt. Wenn eine Markierung
also einmal auf next gesetzt wurde, ist die Bedingung mark(v) < 0 nicht mehr
erfiillt.

Da die Schleifen aus den Zeilen 5 (Tiefensuche) und 3 (checkNeighbor) immer
auf eine Markierungsanweisung folgen, fiihrt der Algorithmus fiir jeden Knoten
genau eine solche Schleife aus, welche alle von v € V' ausgehenden Kanten
durchléuft. Jede Kante ist zu maximal zwei Knoten inzident. Also besucht der
Algorithmus jede Kante hochstens zwei Mal. Damit ergibt sich eine Laufzeit

von O(2- |E|) = O(|B)).

Unter Verwendung einer Adjazenzliste, benotigt der Algorithmus somit eine
Laufzeit von O(|V| + |E|). O

Satz 2.8. Die Laufzeit von Breitensuche (1)) betragt O(|V| + |E|).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu Satz [2.7] O
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Kapitel 3

Sortier-Algorithmen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Sortierproblem, das heifst
mit dem Problem:

Gegeben seien n Zahlen aq,...,a,. Finde eine Permutation
m:{l,....,n} = {1,...,n},

so dass
Ar(1) < Gr2) < -0 < Ar(p)-

In der Regel sind die zu sortierenden Zahlen nicht isolierte Elemente, sondern
Teil komplexer Strukturen oder Objekte. Jedes dieser Objekte enthélt einen
Schliisse]'] nach dem sortiert werden soll. Diese Schliissel sind héufig Zah-
len, kénnen aber auch andere Datentypen wie Strings oder Characters sein.
Entsprechend muss man im Allgemeinen eine Ordnungsrelation auf diesen
Elementen definieren. Wir beschranken uns in diesem Kapitel jedoch auf
die “einfachste” Form, ndmlich auf ganze Zahlen als Schliissel, sowie auf die
herkdmmliche Ordnung auf Zahlen.

Sortieren an sich ist ein sehr grofses Gebiet: Es gibt ganze Biicher, die sich
ausschlieflich mit Sortieralgorithmen beschéftigen; vgl. Knuth [11], aber
beispielsweise auch Sedgewick [20]. Wir wollen in diesem Rahmen nur auf
einige wichtige Algorithmen eingehen.

3.1 Selectionsort

Das wohl einfachste Sortierverfahren ist, dass man sich zunéchst das kleinste
Element sucht, dieses an die erste Stelle tauscht, danach das zweit-kleinste

'Engl.: key
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unter den verbleibenden Zahlen sucht, dieses an die zweite Stelle tauscht,
usw. Dieses Vorgehen wiederholt man genau n-mal, bis alle Elemente sortiert
sind.

Formal ist das Verfahren in Algorithmus [ gegeben. Man beachte, dass

Algorithmus 4 Selectionsort

Eingabe: Ein Array a der Lange n mit ali] € Z.
Ausgabe: Das sortierte Array a mit a[l] < a[2] <--- < a[n].
1: fori=1:ndo
2 min < ¢
3 for j=i+1:ndo
4 if a[j] < a[min] then
5: min ¢ j
6 Tausche a[min] und a[i].
7

return a

wir die Elemente innerhalb des Arrays getauscht haben. Mochte man die
Elemente innerhalb des Arrays nicht tauschen, zum Beispiel weil sie Teil
groferer Objekte oder Strukturen sind, so fiihrt man wie bei der Definition
des Sortierproblems einen zusétzlichen Permutationsvektor 7 mit, initialisiert
diesen mit 7(i¢) = ¢ und fithrt die Tauschoperationen auf diesem durch. Die
Laufzeit von Algorithmus (4| ist O(nQ)EI Wir nennen ihn stabil, da Elemente
mit gleichem Wert ihre relative Ordnung behalten, und wir klassifizieren ihn
als in-place Verfahren, da der zusétzliche Speicherbedarf konstant, d. h., O(1),
ist.

3.2 Bubblesort

Seinen Namen hat der folgende Algorithmus von der Eigenschaft, dass er im
ersten Durchlauf das grofte Element sucht (die grofte Blase) und dieses nach
oben “blubbern” ldsst. Im zweiten Durchlauf sucht man sich unter den verblei-
benden n — 1 Elementen das zweit-grofste Element (die zweit-grofste Blase),
lasst diese auch nach oben “blubbern”, usw. Dieses Verfahren wiederholt
man dann so lange, bis alle Elemente an die richtige Stelle “geblubbert” sind.
Das Verfahren ist in Algorithmus [5] dargestellt. Bubblesort hat die gleichen
Charakteristika wie Selectionsort (Algorithmus , d. h., seine Laufzeit ist
O(n?), er ist stabil und lduft in-place.

Da beide bisher betrachteten Algorithmen eine Laufzeit von O(n?) haben,
stellt sich die Frage, ob es nicht auch besser (schneller) geht. Die Antwort ist
“Ja”; die beiden folgenden Algorithmen sind Beispiele dafiir.

2Warum?
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Algorithmus 5 Bubblesort
Eingabe: Ein Array a der Linge n mit afi] € Z.
Ausgabe: Das sortierte Array a mit a[l] < a[2] <--- < a[n].
1: fort=1:n—1do
2: for j=1:n—ido
3: if a[j] > a[j + 1] then
4: Tausche a[j] und alj + 1].

5: return a

3.3 Quicksort

Die Idee des Quicksort-Algorithmus ist es, sich ein (beliebiges) Element, das
sogenannte Pivotelement, herauszugreifen und die anderen Elemente in zwei
Untermengen aufzuteilen. Eine Untermenge enthélt die Elemente, die kleiner
oder gleich als das gewéhlte Element sind, und eine Untermenge der Elemente,
die grofer sind. Danach werden beide Halften nach dem gleichen Prinzip (also
rekursiv) behandelt. Hat eine Untermenge weniger als zwei Elemente, muss
diese nicht mehr sortiert werden, wodurch die Rekursion endet. Wir benutzen
hier zur Aufteilung in jedem Teilvektor des Arrays immer das Element mit
dem grofiten Index. Im Detail ist das Verfahren in Algorithmus [6] gegeben.

Algorithmus 6 Quicksort
Eingabe: Ein Array a der Lange n mit afi] € Z, eine untere und obere
Grenze I,y mit 1 <[l <r <n.
Ausgabe: Das sortierte Array a mit afl] < all +1] < --- < a[r].
Setze i <— [ und j < 7.
while i < j do
while a[i] < afr] und i < j do
Setze 1 <1+ 1
while a[j] > alr] und i < j do
Setze j «j —1

Tausche a[i] und a[j].

Tausche afi] und a[r].

if | <i—1 then
Quicksort(a,l,i — 1)

if i+ 1 < r then
Quicksort(a, i+ 1,7)

: return a

H
e

==
N =

—
w

Der erste Aufruf erfolgt mit den Parametern (a, 1,n).

Beispiel 12. Wir wollen das Array (2,5,3,6,7,1,2) mit dem Quicksort-
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Algorithmus sortieren. Das rote Element ist jeweils das Pivotelement, wahrend
die blauen Elemente einen anstehenden Tausch anzeigen. Q1 steht fiir den
ersten rekursiven Quicksort-Aufruf in Zeile 10 und Q2 entsprechend fiir den
Aufruf in Zeile 12. Weitere rekursive Aufrufe sind durch einen Punkt getrennt
dargestellt.
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Satz 3.1. Die durchschnittliche Laufzeit von Quicksort ist O(nlogn).
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Algorithmus @] kann im Worst-Case-Fall auch langsamer laufen als O(nlogn).
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Adb adb aft

‘Wald Baum weder Wald noch Baum

Abbildung 3.1: Beispiele fiir einen Wald, einen Baum und fiir einen Graphen,
der weder Wald noch Baum ist

Dann ergibt sich eine Laufzeit von O(n?). Dies ist auch tatsichlich die Worst-
Case-Laufzeit von Algorithmus @ Dazu ebenfalls mehr in den Ubungen.

Damit haben wir schon einmal einen Sortieralgorithmus kennengelernt, der
zumindest im Durchschnitt schnell, d. h. besser als O(n?), ist. Die Frage ist
nun, ob es nicht auch ein Sortierverfahren gibt, das auch im Worst-Case
besser als O(n?) ist.

3.4 Heapsort

Um das Heapsort-Verfahren betrachten zu konnen, miissen wir zunéchst
definieren, was ein binirer Baum ist.

Definition 3.2 (Wald, Baum). Ein Graph G ist ein Wald, falls er keinen
Kreis enthélt. Ist G auferdem zusammenhéngend, so heifst G Baum.

In Abbildung sind Beispiele fiir einen Wald, einen Baum und fiir einen
Graphen, der weder Wald noch Baum ist, gegeben.

Definition 3.3 (Binédrer Baum). Ein bindrer Baum ist ein Baum B = (V, E),
bei dem ein Knoten r € V', die Wurzel, ausgezeichnet ist. Die restlichen Knoten
sind in zwei disjunkte Teilmengen partitioniert, die jeweils wieder binire
Baume oder leer sind. Diese beiden Teilmengen werden als linkes bzw. rechtes
Kind bezeichnet. Sind beide Teilmengen eines Knoten v € V' leer, wird v als
Blatt bezeichnet.

Definition 3.4 (Heap). Ein (Max-)Heap ist ein bindrer Baum, an dessen
Knoten 7 Schliissel a[i] angeheftet sind mit

a[linkes Kind von i] < afi] und a[rechtes Kind von i| < ali].

Das bedeutet insbesondere, dass die Wurzel immer den maximalen Wert hat
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und das jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt monoton fallend bzgl. der
Schliisselwerte ist.

Definition 3.5 (Heap-Eigenschaft). Wir sagen ein Array a hat die (Maz-
)Heap-Figenschaft im Bereich [I,r] falls

[<i<ril<2i<r = alj
[<i<rl<2i+1<r = ali

al2i],

>
> al2i + 1]

gilt.

Die Idee des Heapsort-Algorithmus ist es, zundchst die Heap-Eigenschaft fiir
das gegebene Array a herzustellen. Danach haben wir das gréfste Element in
a[l], d.h. an der Wurzel, stehen. Nun tauschen wir das erste und das letzte
Element und stellen die Heap-Eigenschaft wieder fiir die Elemente von 1 bis
n — 1 her. Dieses Verfahren wiederholen wir insgesamt n-mal, bis das gesamte
Array sortiert ist; vgl. Algorithmus

Algorithmus 7 Heapsort

Eingabe: Ein Array a der Lange n mit ali] € Z.

Ausgabe: Das sortierte Array a mit a[l] < a[2] < --- < a[n].
1: for i =|n/2|:1do

2 HEAPIFY (a,i,n)

3: fori=n:2do

4: Tausche a[l] und afi].

5 HEAPIFY (a,1,i — 1)

6

: return a

1: procedure HEAPIFY (a,l,7)
2 Setze f < [ und s + 2f.
3 while s < r do

4 if s+ 1 <7 und a[s] < a[s+ 1] then
5: Setze s < s+ 1.

6 if a[f] < a[s] then

7 Tausche a[f] und a[s].

8 Setze f < s und s < 2f.

9 else

10: break

Algorithmus [7] 1auft tatséchlich auch im Worst-Case in O(nlogn).

Beispiel 13. Wir wollen das Array (4,1,6,2,2,7) mit dem Heapsort-
Algorithmus sortieren. Blaue Elemente zeigen wieder einen anstehenden
Tausch an.
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Heapsort

HEAPIFY(a,3,6)

<~
Update

HEAPIFY(a,2,6)

S++
>
Update

HEAPIFY(a,1,6)

S++
—
Update
<~
Update

>

HEAPIFY(a,1,5)

s++
>
Update

>

HEAPIFY(a,1,4)

S++
<~
Update

4

HEAPIFY(a,1,3)

<~
Update

>

HEAPIFY(a,1,2)

<~
Update

>

HEAPIFY(a,1,1)

Fertig

4 1 6 2 2 7
4 1 6y 2 2 7s
4 1 7; 2 2 65
4 1 7 2 2 6
4 1; 7 2 2 6
4 1f 7 2 2, 6
4 2; 7 2 14 6
4 2 7 2 1f 6
4 2, 7 2 1 6
4; 2 74 2 1 6
7 2 4 2 1 6
7 2 4y 2 1 6.
7 2 6y 2 1 4,
7 2 6 2 1 A
4 2 6 2 1 7
4 2, 6 2 1 7
4; 2 65 2 1 7
6 2 4 2 1 7
6 2 4y 2 1 7
1 2 4 2 6 7
1,2 4 2 6 7
1y 2 4, 2 6 7
4; 2 1 2 6 7
4 2 1 2 6 7
2 2 1 4 6 7
2, 2 1 4 6 7
2 2 1 4 6 7
2 2 1 4 6 7
1 2 2 4 6 7
12 2 4 6 7
2, 1, 2 4 6 7
2 1; 2 4 6 7
1 2 2 4 6 7
15 2 2 4 6 7
1 2 2 4 6 7

Satz 3.6. Die Laufzeit von Algorithmus|7|ist O(nlogn).



Beweis. Ein Durchlauf der Funktion HEAPIFY benotigt Laufzeit v(log r—log!)
mit einer Konstanten v € N. Insgesamt gilt damit fiir die Gesamtlaufzeit,
wobei & € N eine weitere Konstante ist:

T(n)=9 (Z v(logn —logi) + Zv(logi — log 1))

i=1 =1

n
= 4§y Z logn
i=1
= dynlogn. O
Damit ist Heapsort ein Algorithmus der auch im Worst-Case in O(nlogn)
lauft.

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, ob es nicht noch besser geht? In der Tat
geht es nicht besser, sofern man sich auf Algorithmen beschrankt, die auf
dem paarweisen Vergleichen der Schliissel basieren. Diese Gegebenheit wollen
wir nun beweisen.

Lemma 3.7 (Produktformel von Wallis).

22n . | 2
Vi=lim 207 (3.1)
T 2n)! -y /n+ i
Beweis. Aus der Produktentwicklung der Sinus-Funktion,
[e.e] oo 2
sin(Tr:c):m;~H <1Z£)(1+:i> :7['£L‘~H <1i2>
k=1 k=1
folgt fiir z = %
T Tr dk? -1
1=2. -
2 H 4Kz
k=1
und durch Umstellung
T _ ﬁ (2k)* o 2 ()
2 o (26— 1)2k - 2k(2k + 1) "~ nsoo ((2n))2(2n 4 1)
Weiter erhalten wir
i 24n . (n!)4
= lim
we (2m))2(n + 3)
und schlieflich die Behauptung
22n . | 2
J7 = lim (n)”
T @n) -y /n+ 3
O
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Als néchstes benotigen wir die Stirling-Formel, mit der man grofe Fakultéiten

naherungsweise berechnen kann.
Satz 3.8 (Stirling-Formel). Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt

1

n n
27m<n> <n!< \/27m<n> -elan,
e e

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die Folge
n!

monoton féllt. Da alle Folgenflieder positiv sind, konvergiert diese Folge somit.

Die Division aufeinanderfolgender Glieder ergibt
1 <n +1 > s

Gn
an+1

€ n

und durch Anwendung des Logarithmus
1 1
—1+(n+§)-logn+ .

Gn
an+1

log

1+x 3 2P
1 =2- —_+— 4 ...
e (9E+3+5+ )s

Fiir |x| < 1 gilt die Potenzreihen-Entwicklung

also fiir 0 < & < 1 die Abschitzung

1
29L’<log1+

T g et (It 4ot ) = 20t
x 3 3

Setzt man x = 1/(2n + 1), so ist
1+z n+1

n

1—=x

und mit (3.3)) erhalten wir
1

(3.2)

1 <1 n+1< 1
(0]
P Tt

Multiplikation mit n + % liefert
1 1

1
1< —
(n+2

1
)Ogn
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und indem wir —1 addieren erhalten wir mit ((3.2)

1 1 1
n <7.(f

0<1 -
Bt 12 'n mt1

),

woraus a, > an41 folgt.
Sei nun a = lim,,_, a,,. Dann ist a > 0 und

an<1 1 1

0<l1 —
Ogan+k 12 'n n—+k

).

Fir k — oo folgt nun

1
0 <log ™" < o

und durch Anwendung der Exponentialfunktion

a 1
1< -2 <eton.
a

Zum Beweis der Behauptung ist also noch a = /27 zu zeigen.

Aus Lemma folgt nun zusammen mit n! = (ann”+%) /e™ sofort

a2 . n2n+1 . 22n . e?n

V7 = lim 2 - —
n—00 eQn - Qop - (2n)2’ﬂ+§ . n + % \/§

Also ist a = /2. O

Satz 3.9. Jeder (deterministische)lﬂ Sortieralgorithmus, der auf paarweisen
Vergleichen der Schliissel basiert, braucht im Worst-Case 2(nlogn) Verglei-
che.

Beweis. Jeder Sortieralgorithmus, der auf paarweisen Vergleichen basiert,
kann durch einen Entscheidungsbaum dargestellt werden. Dabei stellen die
inneren Knoten des Baums die Vergleiche im Algorithmus dar, wobei man
vereinbart, dass wenn der Vergleich wahr ist, links im Baum weitergelaufen
wird, und wenn der Vergleich falsch ist, rechts im Baum weitergelaufen wird.
Die Blétter des Baums entsprechen den moglichen Sortierungen des Arrays.

Bei jeder Eingabe eines Arrays wird ein Weg in diesem Entscheidungsbaum
durchlaufen. Jeder Weg von der Wurzel des Baums bis zu einem Blatt
entspricht dabei der Folge der angestellten Vergleiche.

Da es bei einer Eingabe von n Zahlen, insgesamt n! verschiedene Sortierungen
geben kann, hat dieser Baum n! verschiedene Blétter. Daraus folgt, dass

3Ein deterministischer Algorithmus ist ein Algorithmus, bei dem nur definierte und
reproduzierbare Zusténde auftreten.
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in diesem Entscheidungsbaum ein Weg der Lange mindestens log(n!) exis-
tiert. Mit anderen Worten, es gibt eine Eingabe, bei der mindestens log(n!)
Vergleiche durchgefiihrt werden miissen.

Es bleibt also die Aufgabe, log(n!) abzuschétzen. Mit Satz gilt
2mn (E>n <n! <V2mn (2>n . eﬁ.
e e

Damit erhalten wir fiir die Laufzeit Ty(n) im Worst-Case:

Twe(n) > log(n!)

- (v (7))

1
=n(logn —loge) + B log(27n)
€ Q(nlogn). O

Fiir vergleichsbasierte Sortierverfahren geht es also nicht besser als O(nlogn).
Stellen wir die néchste Frage: Gibt es Verfahren, die nicht auf paarweisen
Vergleichen von Schliisseln basieren?

3.5 Bucketsort

Die Idee des Bucketsort-Verfahrens ist, auf die Werte der Eintrége selbst
zu schauen. Nehmen wir einmal an, wir wiissten, dass alle auftretenden
Zahlen zwischen 1 und 100 liegen. Dann konnen wir 100 Eimer (engl.: bucket)
bilden, wobei wir in Eimer i alle Array-Eintrdge j mit a[j] = ¢ aufnehmen.
Dann laufen wir einmal durch das Array und weisen jedem Element seinen
entsprechenden Eimer zu. Danach laufen wir noch einmal durch alle Eimer
und ordnen die Elemente in der auftretenden (sortierten) Reihenfolge an.

Im Allgemeinen ist es natiirlich nicht so einfach, da das gréfste Element sehr
grof sein kann. Damit muss die Anzahl Buckets reduziert werden, was dazu
flihren kann, dass innerhalb der einzelnen Buckets nochmal sortiert werden
muss. Ziel ist es also, eine Anzahl B an Buckets und eine Funktion

f:Aall],...,;aln]} = {1,...,B}
mit folgenden Eigenschaften zu finden:
1. f(ali]) < f(alj]) = ali] < alj] fiir alle 4, j

2. {ali]:i € {1,...,n} und f(ali]) = b}| < O fir alle b = 1,..., B mit
geeigneter Konstante ©
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Eigenschaft 1 ist Voraussetzung, um abschliefsend in einem Durchlauf durch
alle Buckets die endgiiltige Sortierung zu erhalten. Eigenschaft 2 ist hingegen
mafsgeblich fiir die Laufzeit von Bucketsort, da diese die Verteilung der
Funktionswerte von f bestimmt.

Wir wollen im Rahmen dieser Vorlesung nicht genauer auf solche Funktionen
und deren Eigenschaften eingehen, sondern lediglich den allgemeinen Rahmen
der Klasse der Bucketsort-Verfahren diskutieren; vgl. Algorithmus

Algorithmus 8 Bucketsort

Eingabe: Ein Array a der Lange n mit a[i] € Z.

Ausgabe: Das sortierte Array a mit a[l] < a[2] < --- < a[n].
1: Bestimme die Anzahl der Buckets B und eine Funktion

f:Aall],...,aln]} = {1,...,B}.

:fori=1:ndo

Weise a[i] Bucket f(ali]) zu.
:forb=1:Bdo

Sortiere Bucket b.

: Kopiere Elemente aus dem Bucket in a zuriick.
return a

I A S o

Fir vy, := |{a[i]: i € {1,...,n} und f(ali]) = b}| ist die Laufzeit von Bucket-
sort O(n) + Y1, O(vylog ). Durch Angabe einer geeigneten Konstanten
O erfolgt eine Gleichverteilung in den Buckets, wodurch die Summe {iber die
Buckets linear ist und die jeweiligen Summanden somit als konstant angese-
hen werden konnen. In diesem Fall hat Bucketsort eine Laufzeit von O(n)
Zeit und ist damit schneller als die Sortieralgorithmen, die auf paarweisen
Vergleichen beruhen.
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Kapitel 4

Baume und Walder

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Problem in einem Graphen
mit Kantengewichten einen aufspannenden Baum minimalen Gewichts oder
einen Wald mazximalen Gewichts zu finden. Diese beiden Probleme sind in
direkter Weise dquivalent; siehe Ubung.

4.1 Grundlegende Definitionen

Die wichtigsten Definitionen fiir dieses Kapitel haben wir bereits in Ab-
schnitt eingefiithrt. Zusétzlich ben6tigen wir noch einige Begriffe, die wir
nun definieren wollen.

Fiir den einfacheren Sprachgebrauch nennen wir im Folgenden auch eine
Kantenmenge B C E einen Wald in einem Graphen G = (V) E), falls
(V(B), B) keinen Kreis enthélt. Ist (V(B), B) aukerdem zusammenhéngend,
so nennen wir die Kantenmenge B einen Baum.

Definition 4.1 (Wald maximalen Gewichts). Gegeben sei ein Graph G =
(V, E) mit Kantengewichten c. € R fiir alle e € E. Ein Wald £ C E mit

¢(E) > ¢(F') fir alle Walder E' C E wird Wald mazimalen Gewichts genannt.

Definition 4.2 (Aufspannender Baum). Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein
Graph B = (V, F) heit aufspannender Baum von G, falls B ein Baum ist
und V =V sowie £ C E gilt.

Definition 4.3 (Aufspannender Baum minimalen Gewichts). Es sei G =
(V, E) ein Graph mit Kantengewichten c. € R fiir alle e € E. Ein aufspannen-
der Baum E C E mit ¢(E) < ¢(E') fiir alle aufspannenden Biume E' C F
wird aufspannender Baum minimalen Gewichts (minimaler Spannbaum) ge-
nannt.
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Definition 4.4 (Maximaler Wald minimalen Gewichts). Sei E C E ein Wald
mit |E| > |E'| fiir alle Wilder E' C E. Gilt fiir alle Wélder FE C E mit
|E| = |E| die Ungleichung ¢(E) < ¢(E), wird E mazimaler Wald minimalen
Gewichts genannt.

Bemerkung 4.5. Wenn G nicht zusammenhéngend ist, dann existiert kein
aufspannender Baum von G.

Bemerkung 4.6. Wenn G zusammenhéngend ist, so ist ein maximaler Wald
minimalen Gewichts identisch mit einem aufspannenden Baum minimalen
Gewichts.

4.2 Maximale Walder minimalen Gewichts und mi-
nimale Spannbaume

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Algorithmen zur Bestimmung
von maximalen (bzgl. Kanteninklusion) Wildern minimalen Gewichts und mit
Algorithmen zur Bestimmung minimaler Spannb&ume in zusammenhéngenden
Graphen. Das erste Verfahren ist der Algorithmus [9] von Kruskal.

Algorithmus 9 Algorithmus von Kruskal, 1956

Eingabe: Graph G = (V, E), Gewichte ¢, fir e € E

Ausgabe: Maximaler Wald (bzgl. Kantenzahl) W C E minimalen Gewichts.
1: Sortiere die Kantengewichte in nicht-absteigender Reihenfolge

Cey S Cey <+ < Ceppy-
2: Setze W « 0.
3: fori=1:mdo
4: if W U {e;} enthélt keinen Kreis then
5: Setze W« W U {e;}.
6: return W

Die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal betragt
O(mlogm + mn) = O(mn),

wobei m = |E| und n = |V/| gilt. Der erste Term m logm resultiert aus der
Sortierung im ersten Schritt des Algorithmus. Danach miissen wir m (for-
Schleife) Kreispriifungen durchfiithren. Letzteres ist in O(n) moglich, wodurch
wir insgesamt O(mn) erhalten.

Beispiel 14. Wir wollen einen aufspannenden Baum minimalen Gewichts
im Graphen aus Abbildung [4.1] finden. Zu Beginn werden die Kanten nach
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Abbildung 4.1: Ausgangsgraph im Beispiel [14] zum Kruskal-Algorithmus

(a)
10<15<520<525<30<35<40
o4, SpSaSassays<aases

@ B ij ‘° (e)@@ o (2
5(5) (5 ROS =0

W= {24,35,34} w = {24,35,34) w = {24,35,34)
10 10
O @D ® @D
0 w0 ' 5w @
15 e 15 6

W= {24,35,34,12} w = {24,35,34,12} W = {12,24,34,35}

Abbildung 4.2: Bestimmung eines maximalen Waldes minimalen Gewichts
nach Kruskal
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ihrer Gewichtung sortiert, in unserem Beispiel haben wir also 10 < 15 < 20 <
25 <30 < 35 < 40, wie es in Grafik (a) in Abbildung zu sehen ist.

Anschlieftend werden die Kanten, die keinen Kreis bilden, von der kleinsten
bis zur grofsten Kantengewichtung, vereinigt und bilden die Menge W.

Die Kante mit der kleinsten Kantengewichtung ist 24, sie ist also die erste
Kante (siehe (b)), die mit der Menge W vereinigt wird. Die zweite ist 35, da
24 und 35 keinen Kreis bilden, wie es in (¢) zu sehen ist. Die nichste Kante
ist 34; da auch 24, 35 und 34 keinen Kreis bilden, werden diese zur Menge W
vereinigt, wie es in (d) zu sehen ist. Die néchste Kante ist 23. Die Kanten 24,
35, 34 und 23 bilden aber einen Kreis und verstoffen somit gegen Schritt 4
im Pseudocode. Also wird die Kante 23 nicht genommen, daher ist sie in
(e) rot markiert. Die néchste Kante ist 45; auch W U {45} (zur Erinnerung:
W = {24,35,34}) bilden einen Kreis, womit Kante 45 auch entfallt; also
bekommt 45 eine rote Farbung. Nun ist Kante 12 an der Reihe, da die Kanten
in W U {12} keinen Kreis bilden, wird 12 mit W vereinigt. Nun ist Kante 13
an der Reihe. Aber auch hier enthélt W U {13} einen Kreis, und Kante 13
wird daher nicht mit aufgenommen, wie in (h)zu sehen.

Die Schleife endet, wenn der Laufindex i bei m angekommen ist, also die
Schleife m-mal durchlaufen wurde. Da unser Graph aus genau sieben Kanten
besteht, wird die Schleife 7-mal durchlaufen und endet dann. Der Code kommt
also nun bei Schritt 6 im Pseudocode an, wo W ausgegeben wird. W, also der
maximale Wald minimalen Gewichts, ist gegeben durch W = {24, 35, 34,12},
wie in (i) zu sehen ist. A

Satz 4.7. Der Algorithmus von Kruskal ist korrekt.

Beweis. Wir zeigen, dass es nach dem i-ten Schritt einen (bzgl. Kante-
ninklusion) maximalen Wald W minimalen Gewichts mit W N {ey,...,e;} =
W n{ey,...,e} gibt. Das erledigen wir mittels Induktion tiber i.

Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.

Jetzt zeigen wir noch den Induktionsschritt (i — 1 — ¢). Hier wird zwischen
zwei Fallen unterschieden:

1. WU /{e;} enthélt einen Kreis, d. h., e; & W.

DaWn{ei,...,e;—1} =Wn {e1,...,ei—1} gilt, enthélt auch WuU{e}
einen Kreis und somit ist e; € W.

2. WU {e;} enthélt keinen Kreis, d.h., e; € W.
(a) Wenn e; € W gilt, ist nichts zu zeigen.

(b) e; ¢ W. Damit enthilt W U {e;} einen Kreis C. Somit muss es
ein j > 4 geben mit e; € W,ej ¢ W und c.; > c,;, da W N
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Abbildung 4.3: Ausgangsgraph im Beispiel

{e1,...,eiz1} =W n{e,...,e;_1} und W U {e;} keinen Kreis
enthélt. Das heift, W' = (W \ {e;}) U {e;} ist auch ein (bzgl.
Kanteninklusion) maximaler Wald minimalen Gewichts, der die
Behauptung erfiillt.

Fiir i = m folgt schliefllich die Behauptung. O

Bemerkung 4.8. Der Kruskal-Algorithmus gehort zu der Klasse der Greedy-
Algorithmen. “Greedy” bedeutet soviel wie gefrifig oder gierig. Der Kruskal-
Algorithmus ist greedy, weil er in jedem Schritt diejenige Kante auswahlt,
die hinsichtlich der Kostenfunktion bestmoglich ist. Wir werden in Kapitel [§]
ndher auf Greedy-Algorithmen eingehen.

Ein gemeinsames Geriist fiir viele Verfahren zur Bestimmung minimaler
Spannbdume in zusammenhéngenden Graphen ist in Algorithmus [I0] gegeben.

Algorithmus 10 Bestimmung minimaler Spannb&ume

Eingabe: Ein zusammenhéngender Graph G = (V| E) mit Gewichten ¢, fiir
alle Kanten e € F.
Ausgabe: Aufspannender Baum 7' C E minimalen Gewichts.
1: Fiir alle i € V setze V; « {i} und T; « 0.
2: for |V| — 1 mal do
3: Wéhle nichtleeres V.
4 Wihle uv € 6(V;) mit w € V; und ¢y, < ¢4 fiir alle pg € 6(V;).
5: Bestimme j, so dass v € Vj.
6 Setze V; = V;UV;,V; <~ 0 und T; « T; UT; U {uv}, Tj < 0.
7. return 7; mit T; # 0.

Beispiel 15. Gesucht ist wieder ein minimal aufspannender Baum im Gra-
phen aus Abbildung Zunéchst miissen wir laut Schritt 1 des Pseudocodes
die Initialisierung vornehmen. Da die Menge V' genau 5 Elemente enthélt,
erstellen wir 5 Teilmengen V; C V mit V; = {i} fir i € {1,2,3,4,5} und
5 Mengen T; mit ¢ € {1,2,3,4,5}, wobei vorerst T; = () gilt.
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(G) y\/é\)#/é\/ (b) 2 —10 4

- — 35 —
1 % / ‘m 1 25 20 |30
(3 =5 (3=
Initialisierung: i={1,2}, Va={ }. Va={8}. Va={4}. Vs={6} Vi={1,2}, Va={ }. Va={ }. Va={4}. Vs={3.5}
Vi={1}. Va={2}. Va={8}. Va={4}. Vo=(5} Ti={12} To={ } To={ } Te={ }. To={ } Te={12}. Tr={ } To={ }. Te={ }. T5 = {35}
Ti={ }. Bo={ } Bo={ }. Tu={ }. Ts={ }
10 10 10
@ _ (2r*—4 @ (2 4 ", (4)
1k\26/3u 1%\|25 m‘so % %0 %0
3 %5 355 5—5)

Vis{1,2) Va={ }Vo={ }Vi={ } Vi=(345}  Vi={L.2345}Ve={ }.Va={ }Va=( }. Vi=( }
Ti={12} To=( } To={ } Tl } To={26,3¢  Ti={12,24,34,35} To={ }, To={ }. Tum{ }. To={ }

Abbildung 4.4: Bestimmung eines minimal aufspannenden Baums mit Algo-
rithmus

Die Schritte 3-6 fithren wir genau |V| —1 =5 — 1 = 4 mal durch. Zuerst
wéahlen wir in Schritt 3 ein beliebiges V;; wir nehmen V.

In Grafik (a) von Abbildung[4.4]ist diese nun fett hervorgehoben. Von diesem
Knoten 1 miissen wir nun die Kante mit dem geringsten Kantengewicht
wahlen, die den Knoten 1 als Anfangsknoten hat. Die moglichen Kanten sind
in Grafik (a) blau markiert. Diese Kante ist 12. In Schritt 4 wéhlen wir nun
ein j, so dass Knoten 2 € Vj gilt, also ist j = 2, da der Knoten 2 ein Element
der Teilmenge V3 ist. In Schritt 6 wird nun die Menge V; und Vj;, also in
unserem Fall V; und V3, neu definiert, indem Vi und V5 vereinigt werden
und anschliefend V5 = () gesetzt wird. Ebenso redefinieren wir die Menge 77,
indem wir die Kante 12 mit den Mengen T} und 75 vereinigen. Anschliefsend
beenden wir damit Schritt 6 und kehren wieder zu Schritt 3 zurtick.

In Grafik (b) sieht man nun, welche Mengen neu entstanden sind. Wir wéhlen
nun ein neues, nichtleeres V;. Man kann sehr wohl auch erneut die Menge V
verwenden, wir wihlen aber V. Der zugehorige Knoten ist in Grafik (b) fett
hervorgehoben. Wieder wird die Kante mit dem geringsten Kantengewicht
gewihlt, die den Knoten 5 als Startknoten hat. Die moglichen Kanten sind
wieder blau markiert und die gesuchte Kante ist die Kante 53. Nun bendétigen
wir wieder ein j, so dass 3 € V; gilt. Da der Knoten 3 Element der Menge V3
ist, wahlen wir j = 3. Wieder bei Schritt 6 angekommen, redefinieren wir die
beiden Mengen V5 und V3 vermoge Vs = V5 U V3 und V3 = (). Auch T; wird
wieder redefiniert: 75 = T5 U T5 U {53} und anschliefend T3 = (.

In Grafik (c) sieht man nun die neu entstandenen Mengen. Schritt 6 wére
somit beendet und der 2. Durchlauf abgeschlossen, es fehlen also noch 2
weitere Durchldufe. Dazu geht es wieder zuriick nach Schritt 3. Wieder
wihlen wir ein nichtleeres V;. Wir wéhlen die Menge V5, welche in Grafik (c)
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dick hervorgehoben ist. Die zuléssigen Kanten sind wieder blau markiert und
die zu wihlende Kante ist die Kante 34. Wir suchen also ein j fiir das 4 € Vj,
also ist j = 4. Nun wird in Schritt 6 erneut V5 und Vj redefiniert, indem wir
V5 als Vereinigung der beiden Mengen V5 und Vj definieren und anschliefend
Vi = 0 setzen. Auch muss wieder T5 und Ty wie gehabt umdefiniert werden.
T wird als Vereinigung von T5, Ty und {34} definiert und anschliefend Ty = ()
gesetzt. Die neu entstandenen Mengen kann man nun in Grafik (d) sehen. Da
dies erst der 3. Durchlauf war, bendtigen wir noch einen 4-ten und kehren
daher erneut zu Schritt 3.) im Pseudocode zuriick.

Die einzigen verbleibenden nicht-leeren Mengen V; sind Vi und V5. Dieses
mal wéhlen wir die Menge V1, welche in Grafik (d) fett hervorgehoben ist. Die
giiltigen Kanten sind wie gehabt blau markiert, also 12, 23 und 24. Die Kante
mit dem geringsten Kantengewicht ist 24, welche wir daher auch wéhlen.
Da der Knoten 4 ein Element der Mengen V5 ist, wahlen wir j = 5 und
kommen zu Schritt 6. Hier wird wie gehabt die Menge Vi = V1 U V5 redefiniert
und anschliefend V5 = () gesetzt. Die Kantenmenge 77 wird nun noch mit
der Menge T5 und der Kante {24} vereinigt und als 7} definiert. Die nun
entstandenen Mengen sind in Grafik (e) zu sehen.

Da Schritt 2 nun 4-mal ausgefiithrt wurde, gehen wir nun weiter zu Schritt 7,
in dem wir 7; = T7 ausgegeben. Die Ausgabe T7 = {12, 24, 34,35} ist also der
aufspannende Baum minimalen Gewichts. Wir konnen sehen, dass dies die
gleichen Kanten sind, die auch mit dem Algorithmus von Kruskal gefunden
wurden. A

Satz 4.9. Algorithmus [10]ist korrekt.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion iiber k =), y/|T;|, dass G einen mini-
malen aufspannenden Baum T mit T; C T fiir alle ¢ enthélt.

Die Induktionsannahme (k = 0) is trivial. Wir zeigen jetzt den Induktions-
schritt (k—1 — k). Sei uv die hinzugefiigte Kante. Das heifst, in der aktuellen
Iteration des Verfahren ist w € V; und v € Vj fiir passende ¢ und j. Auferdem
gibt es (nach Induktionsannahme) einen minimal aufspannenden Baum 7'
mit T; C T fiir alle bisher bestimmten Mengen T;.

Der Fall uv € T erfiillt die Behauptung. Sei also uwv ¢ T. Dann muss
T U {uv} einen Kreis enthalten. Also gibt es eine Kante rs € T' mit r € V;
und s € V '\ V;. Nach Wahl der Kante uv in Schritt 4 gilt ¢,s > ¢yp. Also
ist (T"\ {rs}) U{uv} ebenfalls ein minimal aufspannender Baum, der die
Bedingung der Induktionsannahme erfiillt. O

Ein Spezialfall von Algorithmus [10]ist der Algorithmus [T von Prim, der auf
R. C. Prim zuriickgeht.
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Algorithmus 11 Algorithmus von Prim, 1957
Eingabe: Ein zusammenhéngender Graph G = (V, E') mit Gewichten c, fiir
alle Kanten e € E.

Ausgabe: Ein aufspannender Baum 7" C E minimalen Gewichts.
1: Wahle w € V beliebig und setze T < 0, W < {w} und V' « V' \ {w}.
2: while V' # () do

3: Wihle ¢y = min{ce: e € 6(W)} mit w € W und v € V.

4

5

Setze T+ T U {uv}, W «+ W U {v} und V' = V" \ {v}.

: return 7.

Abbildung 4.5: Ausgangsgraph im Beispiel

Die Laufzeit des Algorithmus von Prim ist O(n?)[[| Fiir vollstindige Graphen
ist dies bestmoglich.

Beispiel 16. Gesucht ist wieder ein minimal aufspannender Baum im Gra-
phen aus Abbildung Wie aus dem Pseudocode erkennbar, diirfen wir
uns wieder einen beliebigen Knoten aus V' wahlen, der Einfachheit halber
wahlen wir wieder Knoten 1.

Nun werden wieder alle Kanten betrachtet, die vom Knoten 1 ausgehen,
in der Grafik (a) blau gekennzeichnet; diese wéren 12 und 13. Da 12 die
kleinere Kantengewichtung hat, wiahlen wir diese und filigen sie in T ein, fiigen
Knoten 2 in die Menge W ein und nehmen Knoten 2 aus der Menge V’. Der
so entstandene Graph ist in Grafik (b) in Abbildung [4.6| griin gekennzeichnet.

Die nun zur Auswahl stehenden Kanten sind wieder blau gekennzeichnet, dies
sind 13, 23 und 24. Aus diesen 3 Kanten wird wieder die mit der geringsten
Kantengewichtung gewéhlt, das wire Kante 24. Kante 24 wird also wieder in
die Menge T einsortiert, der Knoten 4 der Menge W hinzugefiigt und aus der
Menge V' genommen. Den neu entstandenen Graphen kann man in Grafik (c)
wieder in griin sehen, die nun zur Auswahl stehenden Kanten sind wieder
blau; dies sind 13, 23, 34 und 45.

Die Kante mit der geringsten Gewichtung ist die Kante 34. Wir fiigen also
Kante 34 wieder in T ein, fiigen Knoten 3 in die Menge W ein und entfernen
ihn aus V’. Den nun entstandenen Graphen kann man in Grafik (d) in griin

"Warum?

52



V={1,2345 W={} V={1,2,345} W={1,2} V={1,2,3,48 W={L24}

Vi={2345 T={} V' ={3,4,5} T={12} V' ={3,6} T={12,24}
10 10
© o @ » (4)
1 % 20 |30 % 20 |30
ws(5) s (5)
V={1,2,345 W=1{1,243} V={1,2,345 W={1,2345)
v ={5 T = {12,24,34} v={} T = {12,24,34,35}

Abbildung 4.6: Bestimmung eines minimal aufspannenden Baums mit Algo-
rithmus [I1]

sehen und die nun zur Auswahl stehenden Kanten sind wieder blau, also 35
und 45. Die beiden Kanten 13 und 23 stehen nicht zur Verfiigung, daher sind
sie rot gekennzeichnet, weil v € V' gilt, aber Knoten 3, 1 und 2 nicht mehr
Elemente von V' sind.

Wir wahlen also die Kante 35 aus, fiigen diese zu 7', vereinigen Knoten 5
mit der Menge W und nehmen Knoten 5 aus V’. Die Menge V' ist nun leer
und laut dem Rekursionsanker in Punkt 2 soll T" ausgegeben werden, wenn
V' = (. Also wir T ausgegeben mit 7' = {1,2,3,4,5}. Der aufspannende
Baum 7' C E minimalen Gewichts ist nun in Grafik (f) in griin zu sehen. A
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Kapitel 5

Kurzeste Wege

Gegeben sei ein gerichteter Graph D = (V, A) mit Bogengewichten ¢,,a € A,
und zwei ausgezeichneten Knoten s,¢ € V. Das Problem, das wir in diesem
Kapitel behandeln werden ist die Bestimmung eines kiirzesten Weges von s
nach t.

Diese Problemstellung tritt in vielen Anwendungen auf. Die offensichtlichste
Anwendung findet dabei wohl in Navigationssystemen auf. Hierbei modellieren,
in einfachster Betrachtungsweise, die Kanten des Graphen die Strafen und
die Knoten die Stédte. Der Startort ist dann s und das Ziel ist der Knoten ¢.

In weiten Teilen ist dieses Kapitel dem Buch [1] von Ahuja u.a. und dort den
Kapiteln 4 und 5 entnommen.

5.1 Eigenschaften kiirzester Wege

Lemma 5.1. Ist (s =g, i1,...,i; = t) ein kiirzester Weg von s nach ¢ mit
ip €V, £=0,...,k, so ist auch jeder Teilweg (ig,...,5¢) mit £=1,... . k—1
ein kiirzester Weg von s nach i, falls ¢, > 0 fiir alle a € A gilt.

Beweis. Siche Ubung. O

Lemma 5.2. Es seien d : V — R die Werte der kiirzesten Wege von s nach
v fiir alle v € V. Dann gilt: Ein gerichteter Weg P von s nach v ist genau
dann ein kiirzester Weg, falls d(j) = d(7) + ¢;; fur alle (4, 5) € P.

Beweis. Die Hinrichtung folgt direkt aus Lemma [5.1] Fiir die Riickrichtung
sei P = (s =1g,i1,...,ix = v) ein Weg von s nach v. Mit d(ip) = d(s) =0
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Abbildung 5.1: Kiirzeste-Wege-Baum

gilt dann
d(v) = d(ix)
= [d(ix) — d(ix—2)] + [d(ix—1) — d(ir—2)] + ... + [d(ir) — d(io)]
= D dG)—di)= Y«
(i,3)eP (i,5)eP
d.h., P hat die Liange d(v) und somit ist P ein kiirzester Weg. O

Definition 5.3 (Branching, Arboreszenz). Ein Digraph D = (V, A) ist ein
Branching, falls der zugrunde liegende ungerichtete Graph ein Wald ist und
|07 (v)| <1 fiir alle v € V gilt. Ein zusammenhéngendes Branching heift
Arboreszenz.

Definition 5.4 (Kiirzeste-Wege-Baum). Gegeben sei ein Digraph D = (V, A)
und B C A. Eine Arboreszenz (V, B) mit Wurzel s heifst Kirzester- Wege-
Baum, falls der eindeutige Weg von s nach v in B ein kiirzester Weg von s
nach v ist fiir alle v € V.

Lemma 5.5. Ein Kiirzester-Wege-Baum existiert, sofern es einen gerichteten
Weg von s nach v fiir alle v € V' gibt.

Beweis. Da es nur endlich viele Wege von s nach v gibt, existiert ein kiirzester
Weg P, von s nach v fiir alle v € V. Lemmal5.2 impliziert, dass d(j) = d(i)+c;;
fiir alle (4,7) € P, gilt. Starten wir in s und laufen durch den Graphen per
Tiefensuche entlang der Bégen (3, j), die d(j) = d(i) + ¢;; erfiillen, so miissen
wir jeden Knoten erreichen. Die daraus resultierende Arboreszenz ist ein
Kiirzester-Wege-Baum. O

Satz 5.6 (Optimalitdtsbedingung). Es seien d(v) fiir v € V die Werte
beliebiger (d. h., nicht notwendigerweise kiirzester) Wege von s nach v mit
d(s) = 0. Dann gilt: d(v) ist der Wert eines kiirzesten Weges von s nach v
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genau dann, wenn
d(v) < d(u) + ¢y fur alle  (u,v) € A.
Beweis. Die Hinrichtung ist klar. Fiir die Riickrichtung sei
P = (s=1p,i1,...,ik = V)
ein Weg von s nach v. Dann gilt

d(U) < d(Zk—l) + Cip_1ip <..- < d(ZO) + Z Cij = Z Cij.

Das heifst, d(v) ist eine auch untere Schranke fiir den Wert eines kiirzesten
Weges von s nach v. Da d(v) nach Voraussetzung auch obere Schranke ist,
folgt die Behauptung. O

Definition 5.7 (Reduzierte Bogengewichte). Fiir eine Distanzfunkti-
ond:V — R bezeichnen wir mit

Czdj =cjj + d(i) — d(])
die reduzierten Bogengewichte beziiglich d.

Lemma 5.8. 1. Fiir einen gerichteten Kreis C gilt

d _ g
D= D e

(i,5)eC (i,5)€C

2. Fiir einen gerichteten Weg P von u nach v gilt

Soochi= > ey +d(u)—d).

(i.5)epP (i,j)ep
3. Falls d(-) die Werte kiirzester Wege sind, gilt

¢ =cij+d(i) —d(j) >0 fiiralle (i,j) € A.

Beweis. Teil 1. und 2. sind klar. Teil 3. folgt aus Satz O

5.2 Digraphen mit nicht-negativen Gewichten

Satz 5.9. Algorithmus |12| (Dijkstra) arbeitet korrekt.

Beweis. Ein Knoten wird markiert, wenn er in S aufgenommen wird. Per
Induktion iiber die Anzahl der markierten Knoten zeigen wir zwei Invarianten:
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Algorithmus 12 Dijkstra, 1959

Eingabe: Ein Digraph D = (V, A),¢, > 0,a € A, ein Startknoten s € V.

Ausgabe: Kiirzeste gerichtete Wege von s nach v fiir alle v € V' in folgender
Form:

d(v) = Distanz von s nach v,

pred(v) = Vorgénger von v auf dem Weg von s nach v.

Setze S < (), S « V, d(j) + +oo fiir alle Knoten j € V.
Setze d(s) <— 0 und pred(s) < s.
while |S| < |V| do
Wihle einen Knoten 4 mit d(i) = min{d(j): j € S}.
Setze S < SU{i} und S « S\ {i}.
for all (i,7) € 6°"*(¢) do
if d(]) > d(Z) + ci; then
Setze d(j) « d(i) + cij.
Setze pred(j) < i.

,_.
e

return d(-) und pred(-).

1. Ist v markiert, so enthélt d(v) die Lange eines kiirzesten Weges.

2. Ist v unmarkiert, so enthélt d(v) die Lénge eines kiirzesten Weges, der
als innere Knoten nur markierte Knoten besitzt.

Wir fangen mit der ersten Invariante an. Ist nur ein Knoten markiert (ndmlich
s), so ist die Behauptung erfiillt (Schritt 2). Wir nehmen an, die Behauptung
ist korrekt fiir & Knoten und wir markieren (Schritte 4-5) den (k + 1)-sten
Knoten, sagen wir u. Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir, d(u) ist der
Wert eines kiirzesten Weges, der als innere Knoten nur markierte Knoten hat.
Angenommen, es gibe einen kiirzeren Weg P. Sei (v, w) € P mit v markiert
und w unmarkiert. Dann gilt

{I\/

c>0 Schritt 4
ein Widerspruch.

Nun zeigen wir die zweite Invariante. Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir die
derzeit unmarkierten Knoten v, d(v) der Wert eines kiirzesten Weges ist,
dessen innere Knoten alle markiert sind. Sei u der neu markierte Knoten.
Angenommen, es gibt einen Weg P von s nach v, dessen innere Knoten alle
markierte Knoten sind (inkl. v) und dessen vorletzter Knoten w ungleich u
ist und dessen Lange kiirzer als die Lange der bislang betrachteten Wege ist.
Da d(w) die Lénge eines kiirzesten (s, w)-Weges enthalt, gibt es einen Weg
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P’ der nur markierte Knoten enthélt, die verschieden von u sind (w wurde
vor u markiert wegen Schritt 4). Es folgt ein Widerspruch. O

Satz 5.10. Die Laufzeit von Algorithmus [12] (Dijkstra) ist O(n?).

Beweis. Die Knotenauswahl in Schritt 4 fithren wir genau n mal durch und
dabei miissen jedes Mal | S| viele Distanzlabels testen. Insgesamt haben wir
also

n+n—1)+n-2)+---+1€0(n?

Operationen. Die Distanzlabel-Aktualisierungen in den Schritten 7-9 kénnen
in O(1) durchgefithrt werden. Die Frage ist also, wie oft wir sie durchfiihren.
Da jeder Knoten genau einmal der Knoten ¢ in Schritt 6 ist, haben wir
insgesamt

Yo 8E) = |Al=m

1%

Durchliufe. Somit erhalten wir eine Laufzeit von n? +m € O(n?). O

Die Laufzeit von O(n?) des Dijkstra-Algorithmus ist bestmoglich fiir voll-
stéandige Graphen, kann aber fiir diinnbesetzte Graphen verbessert werden.
Varianten des Dijkstra-Algorithmus die entweder die theoretische Worst-Case-
Komplexitit oder die praktische Effizienz des Verfahrens verbessern sind z. B.
in den Abschnitten 4.6-4.8 von Ahuja u. a. [1] beschrieben.

5.3 Digraphen mit beliebigen Gewichten

In der Ubung werden wir uns ansehen, warum der Dijkstra-Algorithmus nicht
fiir negative Gewichte funktioniert. Bei den bislang behandelten Algorithmen
wurde in jeder Iteration das Distanzlabel d(v) fiir ein v € V' als permanent
erklart, d. h., es wurde gezeigt, dass d(v) tatsdchlich der Wert eines kiirzesten
Weges ist. Solche Verfahren nennt man auch Label-Setting Algorithmen oder
Markenfizierungsalgorithmen. Eine andere Idee, die auf Moore (1957) und
Bellmann (1958) zuriickgeht ist, sich auf die reduzierten Bogengewichte zu
konzentrieren. Satz und Lemma (Teil [3) aus Abschnitt sagen aus,
dass d(-) genau dann optimal ist, falls

¢y =cij+d(i) —d(j) >0 fiiralle (i,j) € A

gilt. Die Idee ist nun, Bégen, die das reduzierte Bogenkriterium verletzen,
auszuwahlen, und die Labels zu reduzieren. Das resultierende Verfahren nennt
man daher auch Label-Correcting Algorithmus (oder Markenverbesserungs-
algorithmus). Wir wollen zunéchst annehmen, dass D keine (gerichteten)
negativen Kreise, d.h., Kreise C' C A mit ¢(C') < 0, enthalt.
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Abbildung 5.2: Beispiel fiir einen negativen Kreis

Ein Algorithmus zur Bestimmung kiirzester Wege fiir Digraphen mit beliebi-
gen Gewichten, die aber keine negativen Kreise enthalten, ist der Algorith-
mus [13] von Moore-Bellmann.

Algorithmus 13 Grundversion des Moore-Bellmann-Algorithmus
Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Gewichten c,,a € A, und ohne
negative Kreise, ein Startknoten s € V.
Ausgabe: Kiirzeste Wege von s nach v, fiir alle v € V und deren Léngen.
1: Setze

d(v) = {0, falls v = s,

400, sonst,

falls v =
ored (1) = {s, alls v = s,

ungesetzt, sonst.

2: while 3(4,j) € A mit d(j) > d(i) + ¢;; do
3 Setze d(j) < d(i) + cij.

4: Setze pred(j) < i.

5: return d(-) und pred(-).

Beispiel 17. Um einzusehen, warum wir negative Kreise ausgeschlossen
haben, kann man das Verfahren von Dijkstra oder Algorithmus [13] auf die
Instanz aus Abbildung anwenden. Wir werden uns spéter iiberlegen, wie
wir negative Kreise detektieren kénnen. A

Wir zeigen also die Korrektheit von Algorithmus [I3]fiir den Fall, dass D keine
negativen Kreise enthélt. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

Zunéachst benotigen wir die folgenden Notationen: Es seien

Ay = {(pred(i),i): i € V '\ {s} mit pred(i) gesetzt},
Hy = (V(Ag), Ar),
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der Vorgéngergraph von Algorithmus sowie di(-) die entsprechenden
Distanzlabel nach der k-ten Iteration. Mit dieser Notation zeigen wir die
folgende Invariante:

Lemma 5.11. Fir k£ =0,1,2,... gilt

C?}“ =ci + dk(l) — dk(j) <0 fiir alle (Z,j) € A;.
Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion iiber die
Iterationen k& von Algorithmus

Fiir £ = 0 haben wir Ag = () und Hy = (0,0), womit die Behauptung
trivialerweise gilt.

Wir zeigen jetzt den Induktionsschritt (k — k + 1). Sei (¢,5) der Bogen,
der in der (k + 1)-ten Iteration hinzugefiigt wird. Es gilt also pred(j) = i.
Offensichtlich bleiben alle Werte cZ, unberiihrt, die nicht Knoten j enthalten
(also die, fiir die  # j und s # j gilt). Fiir Bogen (i, ) € Agy1 gilt

d , .
Cifﬂ = ¢ij + dipg1(i) — dp41(j) =0 <0.

Fiir alle anderen Bogen (r,1) € Agyq mit r = j erhalten wir

0> C;ilk =cj+ dp(7) — di(1) > cjl+ dr41(J) — dgs1 (1) = C;llkH,

da di41(j) < di(j) ilt. O

Lemma 5.12. Gegeben sei ein Digraph D = (V, A) mit Wurzel s € V' und
jeder Knoten v € V sei von s aus erreichbar. Der Graph Hy, = (V(Ax), Ax)
ist eine Arboreszenz mit Wurzel s fiir £k = 0,1,2, ..., falls D keinen negativen
Kreis enthélt.

Beweis. Wir zeigen die Aussage durch Kontraposition. Sei k der kleinste
Index, so dass Hy einen Kreis C enthélt und damit keine Arboreszenz ist. Sei
(,7) der Bogen, der in der k-ten Iteration hinzugefiigt wird. Da C' ein Kreis
ist, enthélt Hj einen gerichteten Weg P von j nach ¢. Weiter gilt

¢(C) = ¢ (C), (Lemma Teil
= (P)+ cfj’?
= ¢(P) + di(j) — di(i) + ¥ (Lemma [5.8] Teil
= ¢(P) + diy(5) — di (i) + cij + di(i) — di(5)
= c(P) +dk(j) — dk(9)
< e(P) 4 di—1(j) — dr—1(4)
= ¢-1(P) (Lemma [5.8], Teil
<0 (Lemma
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D enthélt also einen negativen Kreis.

Da pred(-) eine Funktion von V nach V ist, ist Hy ein Branching. Das heifst,
jeder Knoten ist Endknoten maximal eines Bogens aus Aj. Aufgrund der
Voraussetzung, dass jeder Knoten von s erreichbar ist, folgt, dass Hj eine
Arboreszenz ist. O

Satz 5.13. Algorithm [13| (Grundversion Moore-Bellmann) arbeitet korrekt.
Seine Laufzeit betrigt O(n20) fiir ¢, € Z und 6 = maxa€A|ca\E|

Beweis. Da alle Gewichte ganzzahlig sind, wird in jeder Iteration das Di-
stanzlabel eines Knotens immer um mindestens 1 reduziert. Da der Wert
eines kiirzesten Weges im Intervall [—nf, n#] liegt, wird fiir jeden Knoten i
der Wert d(i) maximal 2nf mal gedndert und damit endet Algorithmus
nach maximal 2n20 = O(n20) Iterationen.

Sei k die letzte Iteration, die der Algorithmus durchfiihrt. Dann gilt

c?f >0 furalle (i,j) € A (5.1)
und

¢h <0 fiiralle (i,j) € Ay, (5.2)
wobei die letzte Ungleichung aus Lemma folgt.
Sei P der Weg von s nach i. Nach Lemma [5.8] Teil [2] gilt die Ungleichung

0> ¢ (P) = ¢(P) + di(s) — dp(i) = c(P) — dy(4).

Damit ist dj(7) eine obere Schranke fiir den kiirzesten Weg von s nach 4. Also
folgt aus Satz und Algorithmus , dass d(-) die Werte kiirzester Wege
von s nach v fiir alle v € V(A4y) sind.

Aus den Ungleichungen [5.1] und folgt schlieRlich

C?;“ =0 fiiralle (i,5) € Ag.

Damit ist Hy, ein Kiirzester-Wege-Baum und v € V(A4j) genau dann, wenn
es einen Weg von s nach v gibt. O

Bemerkung 5.14. 1. Man kann zeigen, dass Algorithmus [13| (Grundver-
sion Moore-Bellmann) auch fiir irrationale Gewichte terminiert.

2. Die Laufzeit von Algorithmus [13]ist nicht polynomiellﬂ

3. Hohe Flexibilitat besteht in der Auswahl des Bogens in Schritt 2. Es gibt
Auswahlregeln, die zu Polynomialzeitverfahren fiihren. Einen solchen
schauen wir uns jetzt an: Algorithmus [T4]
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Algorithmus 14 Bellmann, 1958

Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Gewichten ¢, € Z (oder Q,R) fiir
a € A und ohne negative Kreise, ein Startknoten s € V.

Ausgabe: Die kiirzesten s-v-Wege mit Langen d(-).

1: Setze
d(v) = {0, falls v = s,
400, sonst,
falls v =
ored(v) — s, alls v = s,
ungesetzt, sonst.
2: Nummeriere die Bégen in A = {ay,...,a,} in beliebiger Reihenfolge.

3: for k=1:ndo

4: for{=1:mdo

5 Wiébhle a; = (1, 7).

6 if d(j) > d(i) + ¢i; then
7: Setze d(j) « d(i) + cij.
8 Setze pred(j) < i.

9: return d(-) und pred(-).

Satz 5.15. Algorithmus [14] (Bellmann) ist korrekt. Seine Laufzeit ist O(nm).

Beweis. Wir zeigen zunéchst per Induktion iiber die Anzahl der dufseren
Schleifendurchléufe (Schritte 3-8), dass nach der k-ten Iteration d(j) (falls
d(j) < oo0) die Lénge eines kiirzesten s-j-Weges ist, wobei nur Wege der
Lange < k zugelassen sind.

Fiir k£ =1 gilt die Behauptung offensichtlich. Wir zeigen also den Induktions-
schritt (k — k4 1). Das heiftt, die Behauptung gelte nach Iteration k. Fiir
einen beliebigen Knoten j € V mit d(j) < oo ist das Label d(j) der Wert
eines kiirzesten Weges zum Knoten j falls es einen kiirzesten Weg der Lange
< k gibt oder, anderenfalls, d(j) ist eine obere Schranke an den kiirzesten
s-7-Weg. Im ersten Fall gilt die Behauptung nach Induktionsannahme. Wir
betrachten jetzt einen beliebigen Knoten j, der mit dem Knoten s iiber einen
kiirzesten Weg
P = (s =10,i1,...,0k ikr1 = J)

mit der Lange k+ 1 und mit keinem kiirzesten Weg der Lange < k verbunden
ist. Nach Lemma ist dann (s = ig,...,ik_1,%) ein kiirzester Weg der
Lénge k von s nach ix und nach Induktionsannahme enthélt d(ix) nach
Iteration k gerade den Wert dieses kiirzesten Weges.

!Zur Erinnerung: n = |V|.
*Warum nicht?
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Beim (k + 1)-sten Durchlauf wird dann also bei Betrachtung des Bo-
gens (ig,ix41) der Wert d(igq1) = d(ix) + cipiy,, gesetzt und damit auf
die Lange des kiirzesten Weges P gesetzt. Das war zu zeigen.

Nach k = |V| Iterationen erhalten wir somit, dass d(j) der Wert eines
kiirzesten s-j-Weges ist fiir alle j € V.

Die Laufzeit ist offensichtlich O(nm), da wir wieder annehmen, dass die
Schritte 5-8 in O(1) durchgefiihrt werden konnen. O

Bemerkung 5.16. Man beachte, dass man nicht zwangslaufig alle Schlei-
fendurchldufe k = 1,2, ..., n durchfithren muss: Man kann bereits abbrechen,
wenn sich in einem Durchlauf der inneren [-Schleife keine Distanzlabels mehr
geandert haben.

5.3.1 Behandlung negativer Kreise

Die Korrektheit von Algorithmus [13] und [14] benétigt die Eigenschaft, dass D
keine negativen Kreise enthélt; vgl. Lemma [5.12] Enthdlt D einen negativen
Kreis, so liefern beide Algorithmen nichts sinnvolles bzw. terminieren nicht,
da es keine Distanzlabels gibt, die das Optimalitdtskriterium erfiillen; vgl.
Beispiel Wir wollen nun unsere Algorithmen so modifizieren, dass sie als
Eingabe beliebige Digraphen erlauben, und mit der Meldung “D hat einen
negativen Kreis” abbrechen, falls D einen solchen besitzt. Die Frage lautet
also, wie man negative Kreise in Digraphen entdecken kann.

Wenn es einen Kreis negativer Linge gibt, so werden Algorithmus [13] und
unendlich oft Distanzlabel verringern und nicht stoppen. Wir wissen aber,
dass eine d(j) > —nf gelten muss, falls der Graph keine negativen Kreise
enthélt. Wir konnen also detektieren, ob es einen Knoten j mit d(j) < —nf
gibt und dann den Algorithmus stoppen. Den negativen Kreis kann man
schliefslich rekonstruieren, indem man die Vorgéangerliste pred ausgehend vom
Knoten j durchlauft.

Diese Detektion hat aber eine Worst-Case Laufzeit von O(nf), wodurch wir
die Polynomialitat von Algorithmus [14] verlieren.

Eine bessere Variante liefert folgende Beobachtung: Algorithmus [I3] und [14]
laufen korrekt, solange der aufgebaute Vorgéngergraph Hy keinen gerichteten
Kreis enthilt. Wir kénnen nun nach jeder Iteration {iberpriifen, ob Hj einen
gerichteten Kreis enthélt. Dies geht mit der Tiefensuche (vgl. Algorithmus
aus Kapitel in Linearzeit. Haben wir einen solchen Kreis gefunden, so
entspricht er einem negativen Kreis in D und wir konnen abbrechen (siehe

Beweis von Lemma [5.12]).
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5.4 Kiirzeste Wege zwischen allen Knotenpaaren

Als néchstes betrachten wir einen Algorithmus von Floyd und Warshall aus
dem Jahr 1962, welcher die kiirzesten Wege zwischen allen Knotenpaaren
bestimmt.

Algorithmus 15 Floyd—Warshall, 1962

Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Knoten V' = {1,...,n} und Gewich-
ten ¢, fiir alle a € A.

Ausgabe: Die n xn Kiirzeste-Weglangen-Matrix W und eine n x n-Matrix P
mit folgenden Eigenschaften:

w;; = Lénge eines kiirzesten (4, j)-Weges,
w;; = Lénge eines kiirzesten (7, 7)-Kreises,
pij = vorletzter Knoten auf einem kiirzesten (i, j)-Weg,

pii = vorletzter Knoten auf einem kiirzesten (i,7)-Kreis.

1: fori=1:ndo
2: for j=1:ndo
3: Setze

cij, falls (4,7) € A, i, falls (i,7) € A,
wij = und  p;; =
400, sonst, 0, sonst.

4: forl=1:ndo

5 fori=1:ndo

6 for j=1:ndo

7 if Wi > Wy + Wy then

8 Setze wj; < wy + wyj und pi; = py;.
9: if 4 =7 und w;; < 0 then

10: go to Schritt 11.

11: return W und P.

Beispiel 18. Wir betrachten den Beispielgraph aus Abbildung[5.3] In diesem
Fall ist das Ergebnis des Initialisierungsschrittes

g 8

I
o8 8 o

(wij)1<ijon =W = , (Pijhi<ij<n =P =

8 w3d 8
B~ w o o
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Abbildung 5.3: Graph aus dem Beispiel zum Floyd—Warshall-
Algorithmus

Bemerkung 5.17. Fiir (¢, 7) berechnet sich der kiirzeste i-j-Weg aus P wie
folgt. Es ist (i,v1,v2,...,vq,7) ein kiirzester i-j-Weg, wenn

Vq = Pij,
Vg—1 = Pivg»

Vg—2 = Pivg_1>

1= Divy
gilt.

Satz 5.18. Sei D = (V, A) ein Digraph mit beliebigen Bogengewichten ¢, fiir
alle a € A. Sei W eine n x n-Matrix, die vom Floyd—Warshall-Algorithmus
berechnet wird. Dann gilt:

o W ist eine Kiirzeste-Weglédngen-Matrix genau dann, wenn D keine
negativen gerichtete Kreise enthalt.

e D enthilt negative gerichtete Kreise genau dann, wenn ein ¢ existiert
fiir das gilt w; < 0.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir die Anfangsma-
trix W nach Abarbeitung der Schritte 1-3 mit W9 und die Matrix W nach
Beendigung des I-ten Durchlaufs der duferen Schleife in Schritt 4 mit W,

Durch Induktion iiber [ = 0,1, ..., n zeigen wir zunéchst, dass W' genau dann
die Matrix der kiirzesten Léngen von (i, 7)-Wegen (bzw. von (7, i-Kreisen) ist,
bei denen die Knoten 1,...,[ als innere Knoten auftreten kénnen, wenn D
keinen negativen Kreis in der Knotenmenge 1,...,[ besitzt. Ist letzteres der
Fall, so gilt wéi <0 fireinie{1,...,1}.
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Fiir [ = 0 ist die Behauptung offenbar richtig. Angenommen, sie ist fiir [ > 0
richtig, und wir haben die &ufsere Schleife von Schritt 4 zum (I + 1)-sten Male
durchlaufen. Bei diesem Durchlauf haben wir folgende Operation ausgefiihrt:

Falls wéj > w§7l+1 + waJ, dann setze wﬁjﬂ = wé,l—H + wf+17j.
Das heifst, wir haben die (nach Induktionsvoraussetzung) kiirzeste Lange eines
(i,7)-Weges tiber die Knoten 1, ..., verglichen mit der Summe der kiirzesten
Lénge eines (i,[+1)-Weges und eines (I + 1, j)-Weges; jeweils iiber die Knoten
1,...,l. Die Summe enthilt also die Lange eines kiirzesten (i, j)-Weges iiber
1,...,l+1, der den Knoten [+ 1 enthélt. Falls diese Summe kleiner als wﬁj ist,

ﬁ;rl = wéylﬂ —l—wf_H’j, andernfalls gilt wéj‘l =
Behauptung, es sei denn, wfj > w§7l+1 + wf+1,j und die Verkettung, sagen wir
K, des (i,0 + 1)-Weges mit dem (I + 1, j)-Weges ist gar kein Weg, d. h., K ist
eine gerichtete (i, j)-Kette, die einen Knoten mindestens zweimal enthélt. Die
Kette K enthilt natiirlich einen (i, j)-Weg, den wir K nennen, und K geht
aus K dadurch hervor, dass wir die in K vorkommenden gerichteten Kreise
entfernen. Der Knoten [ + 1 ist in einem der Kreise nach der Konstruktion
enthalten, also ist K ein (i, j)-Weg, der nur Knoten aus 1,...,[ enthilt, d.h.,

wéj < ¢(K). Aus

setzen wir w wf ;- Daraus folgt die

! ! I _
oK) = w1y +wpy j <wiy < o(K)

folgt, dass mindestens einer der aus K entfernten gerichteten Kreise eine
negative Lénge hat. Fiir jeden Knoten ¢ dieses negativen Kreises muss folglich

wi <0 gelten. Daraus folgt die Behauptung. O

(13
Wer sich fiir die Geschichte der Methoden zur Bestimmung kiirzester Wege
interessiert, dem sei der Artikel |17] von Schrijver emfohlen.

5.5 Dynamische Programmierung

Bei vielen Optimierungsproblemen sind Teillosungen von optimalen Losungen
selbst optimal fiir das entsprechende Teilproblem. Dieses Prinzip heiftt Opti-
malitdtsprinzip von Bellman und wird von der dynamischen Programmierung
genutzt, indem eine optimale Losung des urspriinglichen Problems rekursiv
aus optimalen Teillosungen konstruiert wird. Die dynamische Programmie-
rung ist ein allgemeines Verfahren um Optimierungsprobleme zu 16sen, fiir die
das Optimalitétsprinzip gilt (z.B. Kiirzeste Wege, Maximale Fliisse oder das
Rucksack-Problem). Teillosungen des Ausgangsproblems werden dabei meist
nur einmal bestimmt und anschliefsend gespeichert, damit sie, auf Kosten
von zusatzlichem Speicherplatz, fiir weitere Berechnungen erneut verwendet
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werden konnen. Das abstrakte Verfahren wird in [2| von Bellman beschrie-
ben. Wir betrachten nun die dynamische Programmierung am Beispiel von
Kiirzesten Wegen.

Sei D = (V, A) wieder ein gerichteter Graph mit nichtnegativen Bogenge-
wichten ¢, fiir a € A und s € V der Startknoten. Gesucht seien kiirzeste
Wege von s zu allen anderen Knoten v € V. d(v) bezeichne die Lénge eines
kiirzesten (s, v)-Wegs. Da die Bogengewichte nichtnegativ sind, sind Teilwege
kiirzester Wege wieder kiirzeste Wege, weswegen das Optimalitdtsprinzip von
Bellman gilt (vgl. Lemma .

Sei di(v) die Lange eines kiirzesten (s,v)-Wegs, der hochstens k& Bogen
benutzt. Dann gilt:

dy,(v) = min {dk_l(v), min {dy_1(u) + cuv}}. (5.3)

u,v)EA

Denn fiir s # v setzt sich ein kiirzester (s,v)-Weg, der maximal k& Bogen
benutzt, aus einem Bogen (u,v) € A und einem kiirzesten (s, u)-Weg, der
héchstens k£ — 1 Bogen benutzt, zusammen. Mit erhalten wir somit ein
Verfahren um die Langen kiirzester (s,v)-Wege zu berechnen. Man startet
mit der Bestimmung von d; (v) fiir alle v € V' und berechnet anschliefend dj,
rekursiv fir k£ € {2,...,|V| — 1} mithilfe der bereits bekannten Werte dj_;.

Beispiel 19. Wir betrachten den Graphen G = (V, E) aus Abbildung
und wollen die Léngen der kiirzesten Wege vom Startknoten s = 1 zu allen
anderen Knoten bestimmen.

Wir beginnen mit der Berechnung von d; (v) fiir alle v € V. Offenbar gilt in
einfachen Graphen d; (v) = ¢y, falls eine Kante (s,v) € E existiert, ansonsten
di(v) = oo bzw. d;i(s) = 0. Anschliefend nutzen wir |5.3| um dj, fir k = 2, ..., 4

zu bestimmen:

QL
(V)
—~
[\
~
I
=)

in 7,min{o+7,oo+1}} —7

2,
3,

{
:min{2,min{o+2,3+5,oo+4}}
n { )

do (5 :min{oo,min{7+ 1,2+4,3+2}} — 5.

3,min{0+3,2+5,oo+2

Da jeder kiirzeste Weg iiber hochstens vier Kanten verlauft, gilt d(v) = d4(v)
fiir alle v € V.

A
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Abbildung 5.4: Ausgangsgraph in Beispiel

Knotenv [ 1 2 3 4 5
difv) |0 7T 2 3 o0
dy(v) [0 7 2 3 5
dz(v) [0 6 2 3 5
dy(v) [0 6 2 3 5
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Kapitel 6

Maximale Flisse

In diesem Kapitel sei D = (V, A) ein Digraph mit Bogenkapazititen ¢, > 0
fiir alle Bogen a € A. Ferner seien s,t € V mit s # ¢ zwei verschiedene
ausgezeichnete Knoten. Der Knoten s heifst Quelle (engl. source) und t heift
Senke (engl. target).

Definition 6.1. Eine Funktion x : A — R heikt zuldssiger (s,t)-Fluss (oder
oft auch einfach (s,t)-Fluss), wenn

0<z,<c, fiiralleac A, (6.1)
Z Tg = Z xq firallev e V\ {s,t} (6.2)
G,Eéin(’l}) aeéout(v)

gilt. Wenn x ein zuléssiger (s, t)-Fluss ist, so ist

val(z) = Z Tq — Z Tq

aeéout(s) ae(sin(s)
der Wert des (s, t)-Flusses x.

Definition 6.2. Das Problem, einen zuléssigen Fluss maximalen Wertes zu
finden, heift Maximal-Fluss-Problem (engl. Maximum Flow Problem).
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Es handelt sich hierbei um das folgende lineare Optimierungsproblemﬂ

max E Ty — g Tq

Al
eERIAL esont(s) acan (s)

st. 0<z,<¢, firalleac A,

Z Toq = Z xq fiir alle v € V'\ {s,t}.

acs® (v) a€sout(v)

Anwendungen

e Rohrleitungssysteme wie z. B. Gasnetze, Stromnetze, Wassernetze, . ..
e Kommunikationsnetze wie z. B. Telefonnetze, ...
o Verkehrsnetzwerke, ...

Es gibt eine Reihe von Artikeln zur Geschichte des Maximal-Fluss-Problems.
Ein guter Ausgangspunkt ist der Artikel [18] von Schrijver oder der Zeit-
Artikel [8]. Der darin behandelte militarische Originalartikel ist [9] von Harris
und Ross.

6.1 Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Lemma 6.3. Sei D = (V, A) ein Digraph mit Bogenkapazititen ¢, > 0
fiir alle @ € A und s,t € V mit s # t. Sei P die Menge aller gerichteten
(s,t)-Wege in D und C die Menge aller gerichteten Kreise. Dann gilt, dass
genau dann ein zuléssiger (s,t)-Fluss ist, wenn es Wege P,..., P, € P und
Kreise C1,...,Cq € C sowie Ai,..., A, >0, p1,..., jig > 0 gibt mit

Loy = Z i + Z pj < cyp  fiir alle uv € A.
{i: weP;} {j: wwel;}

Ferner gilt p 4 ¢ < |A|.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Lemma 6.4. Es sei W C V ein (s,t)-Schnitt, d.h. es gilt s € W und
t € V\ W. Dann gilt:

1. Fir jeden zuléssigen (s,t)-Fluss z gilt

val(z) = z(6°"(W)) — z(6™(W)) := Z Tg — Z Zq-

a€dout(W) a€din (W)

"Uberlegen Sie sich, wann dieses LP unbeschrénkt ist und welcher Situation im Digra-
phen D dieses Phénomen entspricht.
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2. Fiir jeden zuléssigen (s,t)-Fluss x gilt

val(z) < (67" (W)) = Z Ca.
a€sout (W)
Bewets. 1. Nach Definition gilt
val(x) = 2(6™ (5)) — 2(6™ (5))
= 2(37(s)) —2(8™(s) + Y (@(8°"(v)) — 2(6"(v)))

veW\{s}

= 3 (@(6*" (v)) — (6™ (v)))

veW
= z(5"(W)) — 2 (6™ (W)).

2. Nach 1. gilt

(6% (W) — 2(6™(W))
<z (W)
< (5 (W)). O

val(z) = x

Korollar 6.5. Der Wert eines minimalen (s,t)-Schnittes ist eine obere
Schranke fiir den Wert eines maximalen Flusses.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma[6.4] O

Dieser Wert kann tatsachlich erreicht werden, wie wir gleich sehen werden.
Eine Idee zur Vorgehensweise liefert uns Lemma 6.3

Gegeben ein zuldssiger (s,t)-Fluss x, z. B. © = 0. Erhéhe x stiick-
weise auf gerichteten (s,t)-Wegen P mit xq < cq fiir alle a € P.

Diese Idee reicht aber nicht aus, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 20. Wir betrachten das Flussproblem aus Abbildung [6.1] Der Wert
des minimalen Schnittes ist 4 und der Wert des Flusses, den wir durch obige
Idee erreichen, ist nur 3. A

Es reicht also nicht, nur die Bégen in Richtung eines gerichteten (s, t)-Weges
zu betrachten. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition 6.6 (Vorwirts- und Riickwértsbogen, augmentierende Wege). Sei
x ein zuléssiger (s,t)-Fluss in dem Digraphen D = (V, A). In einem (ungerich-
teten) [s,v]-Weg P nennen wir einen Bogen (i, j), der in P in Richtung von s
nach v lauft einen Vorwdrtsbogen, andernfalls einen Riickwdrtsbogen. P heifst
augmentierender [s,v]-Weg (bzgl. x), falls z;; < ¢;; fiir jeden Vorwértsbogen
und z;; > 0 fiir jeden Riickwértsbogen gilt.
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Abbildung 6.1: Ein Fluss mit Wert 3 in einem Graphen mit minimalem
Schnitt 4

Satz 6.7 (Optimalitatskriterium; Augmentierende-Wege-Theorem). Ein
(s,t)-Fluss = ist genau dann maximal, wenn es keinen augmentierenden
[s,t]-Weg bzgl. x gibt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass wir fiir einen gegebenen Fluss  und einen
augmentierenden [s,t]-Weg P einen Fluss mit hherem Wert konstruieren
konnen. Wir setzen

o )ci i falls (i,j) € P ist Vorwértsbogen,
Y Tij, falls (,7) € P ist Riickwértsbogen.

Ferner sei ¢ := min{e;;} und es gilt € > 0. Dann ist

xij +¢, falls (i,7) € P Vorwértsbogen,
Tij = x5 —e, falls (4,7) € P Riickwértsbogen,
vy, falls (ij) € A\ P,

ein zuldssiger (s,t)-Fluss mit
val(z) = val(z) + €.

Also war z nicht maximal.

Jetzt zeigen wir noch, dass ein Fluss «, fiir den es keinen augmentierenden
[s, t]-Weg gibt, maximal ist. Angenommen, = besitzt keinen augmentierenden
[s,t]-Weg. Es sei

W = {v € V: 3 augmentierenden [s, v]-Weg bzgl. z} U {s}.
Es ist s € W und (nach Annahme) ¢ ¢ W. Ferner gilt nach Definition von

w:
B {ca, fiir alle a € 6°"(W),

0, fiir alle a € 6™ (W).
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Mit Lemma[6.4] Teil 1, erhalten wir schlieflich
val(z) = z(6°" (W) — x(6™(W))
= ¢(5°"(W)).
Also ist  maximal nach Lemma[6.4] Teil 2. d

Satz 6.8 (Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem). Der maximale Wert eines
(s,t)-Flusses ist gleich der minimalen Kapazitét eines (s,t)-Schnittes.

Beweis. Sei x maximaler (s,t)-Fluss. Nach Lemma |6.4] geniigt es einen (s, t)-
Schnitt W zu finden mit

val(z) = ¢(8°(W)).

Offenbar ist 6°%*(W) mit W wie im Beweis von Satz[6.7| ein Schnitt mit dieser
Eigenschaft. O

Satz 6.9 (Ganzzahligkeitssatz). Sei D ein Digraph mit ganzzahligen Ka-
pazitdten ¢, > 0 und s,t € V mit s # ¢t. Dann gibt es einen maximalen
(s,t)-Fluss, der ganzzahlig ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber die Anzahl der durch-
gefiilhrten Augmentierungen. Wir starten mit dem Nullfluss x = 0, der
ganzzahlig ist.

Haben wir nun einen ganzzahligen Fluss x, der nicht maximal ist, so bestim-
men wir einen augmentierenden Weg P und & wie im Beweis von Satz
Nach Voraussetzung ist € ganzzahlig und damit auch der neue Fluss .

Bei jeder Augmentierung erhéhen wir den Wert des Flusses um mindestens
eins. Da der maximale Fluss endlich ist, folgt die Behauptung. O

6.2 Augmentierende-Wege-Algorithmus

Der Satz [6.7] und sein Beweis geben uns bereits die Idee fiir einen ersten Al-
gorithmus. Fiir die folgenden Uberlegungen ist der sogenannte Residualgraph
essentiell:

Definition 6.10 (Residualgraph). Gegeben sei ein Digraph D = (V, A) mit
s,t € V mit s # ¢t und x sei ein zuléssiger (s,?)-Fluss. Dann nennen wir

G(z) = (V, A(z)),
mit

(1,7) € A(x) mit Bogenkapazitét c;; — x4, falls (i,7) € A und zj; < ¢;;
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Algorithmus 16 Augmentierender-Wege-Algorithmus (von Ford & Fulker-

son)

Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Bogenkapazititen ¢, > 0,a € A, und
zwei Knoten s,t € V mit s # ¢.

Ausgabe: Ein zuldssiger (s,t)-Fluss z mit maximalem Wert val(x) und ein

kapazitdtsminimaler (s, t)-Schnitt §°" ().

: Bestimme einen zuléssigen Fluss, z. B. z = 0.

while Es existiert ein augmentierender Weg von s nach ¢ do
Identifiziere einen augmentierenden [s, t]-Weg P.
Setze

L A

€ = min

cij — x4, falls (4, ) € P Vorwértsbogen,
(i,5)eP

Tij, falls (7, 7) € P Riickwartsbogen.
5: Erhohe z entlang P um ¢, d. h., setze

zi +¢, falls (i,7) € P Vorwértsbogen,
Tij <+ § v — ¢, falls (4,7) € P Riickwirtsbogen,

Tij, sonst.

(=]

: Bestimme W wie im Beweis des Optimalitatskriteriums.
return z,val(z) und W.

I
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Abbildung 6.2: Beispiel fiir einen Residualgraph

und
(j4,1) € A(x) mit Bogenkapazitét z;;, falls (¢,5) € A und z;; > 0

den Residualgraph von D bzgl. x.

Ein Beispiel fiir einen Residualgraphen sehen Sie in Abbildung

Bemerkung 6.11. In Satz 2.7 haben wir fiir einen beliebigen Graphen
G = (V,E) mit n = |V| und m = |E| gezeigt, dass Tiefensuche (bzw.
Breitensuche) eine Laufzeit von O(n 4+ m) hat. Ist G zusammenhéngend gilt
n <m+ 1 und somit n +m <2m+1 € O(m).

Satz 6.12. Algorithmus (16| arbeitet korrekt. Die Laufzeit betrégt O(mv),
wobei v der Wert des maximalen Flusses ist, falls ¢ ganzzahlig ist.

Beweis. Satz[6.7 aus Abschnitt [6.1] impliziert, dass Algorithmus [I6] mit einem
maximalen Fluss in Schritt 7 endet. Da ¢ ganzzahlig ist, sind nach Satz der
Wert e in Schritt 4 und v ganzzahlig, d. h., die Schritte 2-5 werden maximal
v-mal durchlaufen. Es bleibt zu zeigen, dass die Schritte 3, 4 und 5 jeweils
maximal O(m) Operationen bendtigen.

Fiir die Schritt 4 und 5 ist das offensichtlich. Zur Bestimmung eines augmen-
tierenden Weges P sei

G(z) = (V, A(z)),

der aktuelle Residualgraph. Der Aufbau von G(z) benétigt O(m) Operationen.
Offensichtlich entspricht jeder (s, t)-Weg in G(z) einem augmentierenden [s, -
Weg bzgl. z in D und umgekehrt. Ein gerichteter (s,t)-Weg in G(x) kann in
O(m) bestimmt werden; z. B. mit Breiten- oder Tiefensuche. Damit ergibt
sich eine Gesamtlaufzeit von O(vm). O

Man beachte, dass die Laufzeit von Algorithmus nicht polynomiell ist.

Polynomielle Laufzeit ist moglich unter Verwendung sogenannter kiirzester
augmentierender Wege. Wir nennen einen augmentierenden Weg P einen
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kiirzesten augmentierenden Weg, wenn er die kleinstmdogliche Anzahl an Bégen
enthalt.

Satz 6.13. Wird in Schritt 3 von Algorithmus [16] immer ein kiirzester aug-
mentierender Weg gewihlt, so sind héchstens nm Augmentierungen notwen-
dig.

Die im letzten Satz beschriebene Variante des allgemeinen Augmentierende-
Wege-Algorithmus [16] ist als Edmonds—Karp-Algorithmus bekannt. Sobald
wir Satz bewiesen haben, erhalten wir direkt das folgende Korollar.

Korollar 6.14. Algorithmus[I6]mit Breitensuche in Schritt 3 bestimmt einen
maximalen Fluss in O(nm?).

Beweis. Ein kiirzester augmentierender Weg (in Schritt 3) kann per Breiten-
suche in G(z) in O(m) bestimmt werden. Zusammen mit Satz folgt die
Behauptung. O

Es bleibt noch der Beweis von Satz Hierfiir betrachten wir eine Aug-
mentierung von Fluss x zu Fluss 2’ entlang eines kiirzesten Weges P mit den
Knoten s = vg,vy,...,vr =t.

Sei dz(v,w) die kiirzeste Lange (hier gleich der Anzahl der Bogen) eines
gerichteten (v, w)-Weges in G(z). Wie iiblich, setzen wir d (v, w) = +o0,
falls kein Weg von v nach w in G(z) existiert. Offensichtlich gilt d,(s,v;) =i
und dy (v, t) = k — i fiir alle 4. Falls wv € A(2’) und wv € A(z), dann ist
w = v; und v = v;_1 flr ein passendes 7.

Lemma 6.15. Fiir alle v € V gilt
dy (8,0) > dp(s,v) und  dy(v,t) > de(v,t).

Beweis. Angenommen, es existiert ein v € V mit dy(s,v) < dg(s,v) und
wihle v derart, dass d,/(s,v) so klein wie moglich ist. Offensichtlich gilt
dy(s,v) > 0. Sei P’ ein kiirzester (s,v)-Weg in G(z') und w der vorletzte
Knoten. Dann gilt

dy(s,v) > dy(s,v) = dy(s,w) + 1 > dy(s,w) + 1. (6.3)

Daraus folgt wv ¢ A(z), denn sonst wére dg(s,v) < dgy(s,w) + 1. Also ist
mit unseren Voriiberlegungen w = v; und v = v;_; fir ein ¢ € {1,...,k}, da
(w,v) € A(2’) nach Konstruktion von P’. Aus Ungleichung erhalten wir
jedoch

i—1=dy(s,v) >dy(s,w)+1=1i+1,
was offensichtlich ein Widerspruch ist. Die zweite Ungleichung d,/(v,t) >
dg(v,t) zeigt man analog. O
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Aus Lemma[6.15] folgt, dass der Kiirzeste-Augmentierende-Wege-Algorithmus
in Stufen eingeteilt werden kann, in denen d,(s,t) konstant gleich k bleibt.
Von diesen Stufen gibt es héchstens n — 1 Stiick. Die offene Frage ist also,
wie lange eine dieser Stufen maximal dauern kann. Sei dazu

A(z) :={a € A(z): a € P und P ist ein kiirzester augmentierender Weg}.
Lemma 6.16. Ist dy(s,t) = dy(s,t), dann gilt A(z’) C A(x).

Beweis. Es sei k = dy(s,t) = dy(s,t) und betrachte a € A(z’). Angenommen
a & A(z). Daraus folgt, dass z, # !, gelten muss, was wiederum a € P fiir
einen passenden kiirzesten Weg P in A(z) impliziert und ein Widerspruch zu
a & A(z) ist. Also gilt A(z') € A(z). Nun muss es einen Bogen a € P geben
mit

a ist Vorwirtsbogen und z/, = ¢,

oder
a ist Riickwirtsbogen und !, = 0.

Sei a = (v,w) € A(z). Dann gilt
dy(s,v) =i—1 und dy(w,t)=k—1i fureinie{l,..., k},

d. h., die Augmentierung bzgl. £ muss in umgekehrter Reihenfolge erfolgen,
wie die Augmentierung bzgl. 2’. Die Linge dieses augmentierenden Weges
bzgl. x’ ist

Ay (s,w) +1+dp (v, t) > dp(s,w)+1+dg(v,t) =i+ 1+ (k—i+1) =k+2.
Damit ist a & A(2') und die Behauptung ist gezeigt. O
Damit konnen wir Satz beweisen:

Beweis von Satz[6.13 Nach Lemma gibt es hochstens m Augmentierun-
gen pro Stufe. Da es hochstens n — 1 Stufen gibt, folgt Satz O

6.3 Ein allgemeiner Push-Relabel-Algorithmus

In diesem Abschnitt lernen wir eine weitere, zundchst vollkommen anders
erscheinende, Idee kennen, um maximale Fliisse zu bestimmen. Die resultie-
renden Algorithmen heiffen Push-Relabel oder Preflow-Push Algorithmen.

Zunéchst schauen wir uns ein Beispiel an, fiir das Augmentierende-Wege-
Algorithmen ineffizient sind.
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weitere Knoten

Abbildung 6.3: “Lollipop”™-Graph aus Beispiel

Beispiel 21. Wir betrachten den “Lollipop™Graph aus Abbildung [6.3] Der
Nachteil von Augmentierende-Wege-Algorithmen bei Graphen dieser Struktur
ist, dass der Fluss immer entlang von [s,t]-Wegen geschickt wird. Dies ist
aber teuer, da es O(n) bzw. O(m) Augmentierungen benétigt, bis die Bégen
(4,4) und (7, 10) fir i € {5,...,9} saturiert sind. A

Eine Idee, um dieses Verhalten zu umgehen, lautet wie folgt: Schiebe (engl.
push) soviel wie moglich durch das Netz unter Verletzung der Flusserhaltungs-
bedingung . Dadurch entstehen Knoten mit sogenanntem Uberschuss.
Dieser Uberschuss muss abgebaut werden durch Schieben von Fluss in Rich-
tung der Senke t.

Zur Vereinfachung der Darstellung treffen wir in diesem Kapitel o. B.d. A.
folgende Annahme:

Cup = Ty =0 falls vw € A und wv € A.

Im Folgenden sei G(z) = (V, A(z)) wieder der Residualgraph bzgl.  mit = €
R4 und 0 < 2 < ¢. Falls (4, j) € A(x) ist, kann maximal &; = ¢;j — x4 + i
geschoben werden. Der Wert ¢;; heift Residualkapazitit des Bogens (i, j).

Definition 6.17 (Pseudofluss, Uberschuss, aktive Knoten). Ein Pseudofluss
(engl. preflow) auf einem Digraphen D = (V, A) ist eine Abbildung z : A — R
mit folgenden Eigenschaften:

1. 0 <z, <, fiir alle a € A.

2. ex(v) = (6™ (v)) —.%("(SOUt(U)) > 0 fiir alle v € V'\ {s,t}. Die Abbildung
ez 1 V. — R>q heillt Uberschuss (engl. excess) bzgl. x.
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Ein Knoten v heift aktiv (bzgl. x), falls e;z(v) > 0 gilt.

Bemerkung 6.18. Ein Pseudofluss ist genau dann ein zulassiger Fluss, wenn
er keine aktiven Knoten hat.

Definition 6.19 (Giiltige Markierungen). Eine Funktiond : V — Z>oU{o0o}
heifst giiltige Markierung bzgl. des Pseudoflusses z, falls

1. d(t) =0 und

2. d(v) < d(w) + 1 fiir alle vw € A(z)

gilt.

Es bezeichne dist, (v, w) die Lange eines kiirzesten (v, w)-Weges in G(z) bzgl.
des Flusses x und der Bogengewichte ¢, = 1 fiir alle a € A. Man beachte,
dass d(v) = distz(v,t) die zweite Bedingung aus Definition erfiillt; vgl.
Satz 5.6 in Kapitel Auferdem haben wir d(t) = dist,(¢,t) = 0.

Es ldsst sich wie folgt ein Pseudofluss  und eine dafiir giiltige Markierung d
konstruieren vermoge

{cuv, falls uv € §°"(s),
Typ =

0, sonst,
(6.4)

d(v) n, falls v =s,
v) =
k, wobei k kiirzeste (v,t)-Wegldnge in G(x) ist, sonst.

Der folgende Satz zeigt, dass der Wert eines Pseudoflusses dem Wert eines
Schnittes entspricht.

Lemma 6.20. Sei x ein Pseudofluss und d eine giiltige Markierung bzgl.
wie in ([6.4]). Dann existiert ein W C V,s € W,t & W mit

R T fiir alle uv € §°UY(W) |
W0 fiir alle uv € SM(W) .

Beweis. Angenommen, es existiert kein Schnitt W mit dieser Eigenschaft.
Da es n Knoten gibt, existiert eine Zahl k (siehe Pigeon Hole Principle) mit
0 < k < n, so dass d(v) # k fiir alle v € V. Setze

W={veV|d)>k}.

Offensichtlich gilt s € W, ¢ ¢ W. Definition [6.19] impliziert, dass kein Bogen
von A(z) die Knotenmenge W verldsst, d.h.

FH(W) N A(z) = 0.

79



Bemerkung 6.21. Damit sind Push—Relabel-Algorithmen in gewissem
Sinne dual zu Augmentierenden—Wege—Algorithmen. Sie behalten einen
Pseudofluss = und eine giiltige Markierung (und damit einen saturierten
Schnitt) und terminieren, wenn x zuléssig ist, wihrend Augmentierende—
Wege—Algorithmen einen zulédssigen Fluss behalten und terminieren, wenn
ein Schnitt saturiert wird.

Wir zeigen jetzt, dass eine giiltige Markierung d(v) eine untere Schranke an
die Lange eines kiirzesten gerichteten Weges vom Knoten v zum Knoten ¢ in
G(z) ist.

Lemma 6.22. Fiir einen Pseudofluss x und eine giiltige Markierung d bzgl.
z gilt
disty (v, w) > d(v) — d(w) fiir alle v,w € V.

Beweis. Ist dist, (v, w) = 400, d. h., es gibt keinen Weg von v nach w, so ist
die Ungleichung offensichtlich erfiillt.

Andernfalls sei P = (v = ip,i1,...,ix = w) ein kiirzester (v, w)-Weg der
Lénge k in G(x). Aus dem zweiten Teil von Definition folgt dann

d(v) =d(io) < d(ir) +1 < d(iz) +2 < -+ <d(ix) +k=d(w) + k. O

Definition 6.23. Es sei d: V — Z>o U {oo} eine giiltige Markierung. Wir
nennen einen Bogen (v, w) zuldssigen Bogen|?, falls d(v) = d(w) + 1 gilt. Ein
Pfad P von s nach t wird zuldssiger Pfad?| genannt, falls alle (v,w) € P
zulassige Bogen sind.

Die Idee des Push-Relabel-Algorithmus ist jetzt die folgende: Wenn wir einen
Pseudofluss haben, wissen wir, dass er zuléissig ist, wenn der Uberschuss an
allen Knoten 0 ist. Angenommen, wir haben noch Knoten mit Uberschuss.
Dann wihlen wir einen solchen und versuchen seinen Uberschuss abzubauen,
indem wir mehr Fluss zu seinen Nachbarn schicken. Die Frage ist: “Zu welchen
Nachbarn?”. Da wir grundsétzlich Fluss von der Quelle zur Senke schicken
wollen, wéhlen wir diejenigen Nachbarn, die “nédher” an der Senke sind,
wobei wir giiltige Markierungen nutzen, um eben diese Nahe zu messen.
Wir erreichen es, Fluss ndher zur Senke zu schicken (Push) genau dann,
wenn wir Fluss liber zuléssige Bogen schicken. Dies iiberlegen wir uns noch
etwas formaler: Aus Lemma folgt, dass d(v) eine untere Schranke fiir
dist, (v, t) ist. Daher versuchen wir, Fluss entlang derjenigen Bogen (v, w)
zu schieben, fiir die d(w) < d(v) gilt. Der zweite Teil von Definition
impliziert dann aber, dass d(v) = d(w) + 1 gelten muss, d. h. wir schieben

2Engl. admissable arcs
3Engl. admissable path
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den Fluss nur entlang (v, w), falls d(v) = d(w) + 1 gilt — also nur entlang
zuldssiger Bogen. Falls wir einen aktiven Knoten gefunden haben, fiir den es
keine zulédssigen Bogen gibt, erhéhen wir seine Markierung (Relabel) derart,
dass es mindestens einen zuléssigen Bogen gibt. Formal ist das Verfahren in
Algorithmus [17] gegeben.

Algorithmus 17 Push-Relabel-Algorithmus (Goldberg & Tarjan, 1985)
Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Bogenkapazitéiten ¢, > 0,a € A, und
zwei Knoten s,t € V mit s # t.

Ausgabe: Ein maximaler (s,t)-Fluss z.

1: Setze x und d geméifs Gleichung (6.4).

2: while es gibt einen aktiven Knoten do

3: Wihle einen aktiven Knoten v.
4 if es gibt einen zuléssigen Bogen (v, w) then
5 Push: Schiebe § = min{e,(v), cyuy — Tyw + Ty} von v nach w.
6: else
7
8

Relabel: Setze d(v) < 1 + min{d(w): (v,w) € A(z)}.

: return x.

Ein Schub von § Flusseinheiten von Knoten v zu Knoten w in Schritt 5
von Algorithmus verringert sowohl den Uberschuss e(v) als auch die
Residualkapazitiit é,, um den Wert §. Aukerdem wird der Uberschuss e(w)
und die Residualkapazitit ¢, um ¢ erhoht.

Definition 6.24 ((Nicht-)Saturierte Schiibe). Ein Schub entlang (v, w) heifit
saturiert, falls ¢y, < e,(v) gilt, d. h. es werden § = Gy = Cowy — Tow + Tuw

Einheiten geschoben, und der Bogen (v, w) wird aus G(x) entfernt. Andernfalls
(Cyw > €z(v)) heit der Schub nicht-saturiert.

Beispiel 22 (Push-Relabel-Algorithmus). Ein Beispiel fiir Algorithmus
ist in Abbildung gegeben. A

Wir zeigen nun die Korrektheit des Verfahrens.

Lemma 6.25. Nach der Initialisierung der Markierungen in Schritt 1 von
Algorithmus [I7] sind die Markierungen immer giiltig.

Beweis. Die Initialisierung fiihrt zu einem Residualgraph in dem d eine giiltige
Markierung ist.

Angenommen wir fiihren die Push-Operation fiir den Bogen (v, w) € G(z)
durch. Dann gilt d(v) = d(w) + 1. Da sich die Markierungen von v und w
nicht &ndern, bleibt diese Markierung giiltig. Falls der Bogen (w, v) bereits
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Abbildung 6.4: Graphische Darstellung des Push-Relabel-Algorithmus [17]
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ebenfalls in G(x) ist oder in G(z') aufgenommen wird, ist die Markierung
auch giiltig, da d(w) = d(v) — 1 < d(v) + 1 gilt.

Bleibt der Fall zu diskutieren, dass v aktiv ist, also Uberschuss hat, es aber
keinen zuldssigen Bogen gibt, der v verlédsst. In diesem Fall setzen wir in
Schritt 7

d(v) =14 min{d(w): (v,w) € A(x)},

was die Giiltigkeit ebenfalls erhalt. O

Satz 6.26. Wenn der Push-Relabel-Algorithmus [17] terminiert, ist der zu-
riickgegebene Pseudofluss z ein maximaler zuléssiger (s, t)-Fluss. In anderen
Worten: Algorithmus [17] arbeitet korrekt, falls er terminiert.

Beweis. Der Algorithmus terminiert, wenn es keinen aktiven Knoten, d. h.
keinen Knoten mit Uberschuss, mehr gibt. Also ist  ein zulissiger (s, t)-Fluss.
Da d(s) = n initialisiert wird, die Markierungen im Lauf des Algorithmus
nicht kleiner werden, sie nach Lemma [6.25] immer giiltig sind und daher nach
Lemma [6.22] eine untere Schranke an den kiirzesten Weg sind, kann es keinen
gerichteten kiirzesten Weg von s nach ¢ in G(x) geben. Damit ist « nach
Satz maximal. O

Es verbleibt, die Laufzeit zu analysieren.

Lemma 6.27. Ist x ein Pseudofluss und v aktiv, so gibt es einen gerichteten

(v, s)-Weg in G(x).

Beweis. Da z ein Pseudofluss ist, gilt e;(s) < 0 und ez(v) > 0 fiir alle
v € V'\ {s}. Nach der Flusszerlegung in Wege und Kreise (vgl. Lemma [6.3)
kénnen wir den Pseudofluss « bzgl. des Originalgraphen D zerlegen in

1. nicht-negative Fliisse entlang von (s, t)-Wegen,
2. Fliisse auf Wege von s zu aktiven Knoten und
3. Fliisse in Kreisen.

Es sei jetzt v ein aktiver Knoten bzgl. des Pseudoflusses x. Also muss es einen
gerichteten Weg P von s nach v in D geben, da (s,t)- und Kreisfliisse nicht
zum Uberschuss in v beitragen. Der Residualgraph enthilt dann aber nach
Konstruktion einen gerichteten Weg @, der P riickwérts durchlaufen ist. [

Das Lemma [6.27] impliziert insbesondere, dass das Minimum in Schritt 7
nicht tiber die leere Menge gebildet wird.

Lemma 6.28. Fiir alle v € V gilt d(v) < 2n—1. Damit wird die Markierung
jedes Knotens hochstens 2n — 1 mal gedndert und die Gesamtanzahl der
Relabel-Operationen ist hochstens O(n?).
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Beweis. Aus Lemma folgt dist;(v,s) < n—1und Lemma impliziert
dist, (v, s) > d(v) — n. Daraus folgt d(v) < 2n — 1.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten, da bei jedem Relabel d(v) um
mindestens 1 steigt; vgl. Schritt 7 in Algorithmus [T7}

Uber alle Knoten v € V ist die Anzahl der Relabel-Operationen also héchstens
O(n?). O

Zuletzt analysieren wir die Anzahl der Push-Operationen. Hierfiir unterschei-
den wir zwischen saturierten und nicht-saturierten Schiiben.

Lemma 6.29. Die Anzahl saturierter Schiibe ist hochstens 2nm € O(nm).

Beweis. Betrachte ein festes Paar (v,w), so dass vw € A oder wv € A.
Zwischen zwei saturierten Schiiben entlang vw muss es einen Schub entlang
wv geben, denn andernfalls wire vw ¢ A(x). Da

d(v) =d(w)+ 1 fir einen Schub entlang vw,
d(w) =d(v)+1 fir einen Schub entlang wv

gilt und d(v) nicht abnimmt, muss es eine Relabel-Operation fiir w geben vor
dem Schub entlang wv. Das heifst, zwischen zwei saturierten Schiiben entlang
vw muss das Label von d(w) um mindestens 2 erhoht worden sein. Dies kann
nach Lemma hochstens

2n —1

]

mal vorkommen. Daraus folgt, dass die Anzahl saturierter Schiibe entlang
vw hochstens n ist. Also gibt es fiir einen Bogen (v, w) € A hochstens 2n
saturierte Schiibe — jeweils hochstens n entlang vw und wv in G(x) — und
damit insgesamt 2nm. O

Lemma 6.30. Die Anzahl nicht-saturierter Schiibe ist O(n?m).

Beweis. Sei I die Menge der aktiven Knoten und ® = _;d(v). Da |I| <n
und nach Lemma d(v) < 2n gilt, ist zu Beginn des Algorithmus ® < 2n?.
Am Ende des Algorithmus ist ® = 0. Auferdem wissen wir, dass ® nie negativ
wird. Wir analysieren nun die Operationen von Algorithmus [I7} die zu einer
Erhéhung oder Verringerung von @ fiihren.

1. Jede Relabel-Operation erhoht ® um mindestens 1. Da d(v) < 2n
flir alle v € V gilt ist das Wachstum von ® durch Erhéhungen von
Markierungen nach oben beschriinkt durch O(n?).
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2. Ein saturierter Schub entlang (v, w) erhoht ® um héchstens 2n, denn
nach dem Schub kénnte w € I und v € I gelten, d. h. v bleibt in I und
w kommt hinzu. Uber alle saturierten Schiibe kann ® nach Lemma [6.29)]
also um hochstens O(n?m) wachsen.

3. Jeder nicht-saturierte Schub verringert ® um d(v), aber erhoht ® gleich-
zeitig um d(w) = d(v) — 1, falls Knoten w aktiv wird. Dies entspricht
insgesamt einer Verringerung von 1. Falls der Knoten w bereits ak-
tiv war, verringern wir ® um d(v). Insgesamt verringern wir ® also
mindestens um den Wert 1 pro nicht-saturiertem Schub.

Das heifit, die maximale Erhéhung von & ist
O(n?) + O(n*m) = O(n*m).

Jeder nicht-saturierte Schub verringert ® mindestens um 1. Da die Summe
der Verringerungen hochstens der Summe der Erhohungen sein kann, gibt es
hochstens O(n?m) nicht-saturierte Schiibe. O

Insgesamt haben wir also den folgenden Satz bewiesen.

Satz 6.31. Algorithmus [17] fiihrt maximal O(n?) Relabel-Operationen und
maximal O(n?m) Push-Operationen durch.

Um nun tatséchlich eine Gesamtlaufzeit von O(n?m) zu erhalten, miissen
wir uns Gedanken iiber geeignete Datenstrukturen machen, um insbesondere
Schritt 2 (Finden eines aktiven Knotens) und Schritt 4 (Finden eines zulés-
sigen Bogens) schnell ausfithren zu kénnen. Darauf méchten wir an dieser
Stelle aber nicht ndher eingehen und den interessierten Leser auf Ahuja et
al. [1] verweisen. Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 6.32. Der Push-Relabel—Algorithmuskann in O(n?m) implementiert
werden.
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Kapitel 7

Minimalkosten-Fluss-Probleme

Es sei D = (V, A) ein Digraph mit Bogenkapazititen ¢, > 0 fiir alle a € A
und Kosten w, € R fiir alle a € A. Ferner sei b: V — R eine Bedarfsfunktion

mit
> b(v) =0.

veV
Das Problem
min Walq
st z(0°(v)) — (6™ (v)) = b(v) fiir alle v €V, (7.1a)
0<z,<¢c, firalleac 4 (7.1b)

heifst Mz'mmalkosten—Fluss—Pmble Ein Vektor z € RIAl heikt zuldssiger
Fluss bzgl. b und ¢, falls er die Bedingungen ((7.1al) und (7.1b) erfiillt.

Man kann sich auf Vektoren b € RVl beschrinken mit b(v) = 0 fiir alle
v e V\{st}und b(s) > 0 und b(t) = —b(s) < 0; vgl. Abbildung
Betrachtet man nur solche Vektoren, ist obiges Problem &quivalent zum
Finden eines kostenminimalen (s, ¢)-Flusses mit Wert b(s). Dieses Problem
nennt man das Minimalkosten-(s,t)-Fluss-Problem.

Wir nehmen noch eine weitere Umformulierung vor, so dass das Problem
aquivalent ist zu einer sogenannten kostenminimalen Zirkulation.

Definition 7.1 (b-transshipment, Zirkulation). Einen Fluss z, der die Be-
dingungen ([7.1a) und (7.1b) erfiillt, nennt man b-transshipment. Ist b = 0

der Nullvektor, so nennt man das b-transshipment eine Zirkulation.

YEngl.: minimum cost flow problem; oder kurz Min-cost-flow problem
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Abbildung 7.1: Reformulierung von Minimalkosten-Fluss-Problemen

Definition 7.2 (Minimalkosten-Zirkulations-Problem). Das Problem

min E Walq
T

acA
st z(0°(v)) — z(6™(v)) =0 fiir alle v €V, (7.2a)
dy <z <c, firalleac A (7.2b)

heit Minimalkosten-Zirkulations-Problemll

Man kann sich leicht {iberlegen, dass man das Minimalkosten-Fluss-Problem
auf das Minimalkosten-Zirkulations-Problem reduzieren kann. Dazu reduzie-
ren wir das Minimalkosten-Fluss-Problem zunéchst auf ein Minimalkosten-
(s,t)-Fluss-Problem wie oben beschrieben. Danach fiithren wir einen weiteren
Bogen a’ = (t,8) mit dyy = cov = b(s) = —b(t) ein und setzen wy, = 0;
vgl. nochmal Abbildung [7-1] In diesem Fall entspricht eine kostenminimale
Zirkulation genau einem kostenminimalen Fluss im Originalgraphen.

Man kann sich leicht iiberlegenEL dass sowohl das Kiirzeste-Wege-Problem
als auch das Maximal-Fluss-Problem Spezialfille des Minimalkosten-Fluss-
Problems sind.

Wir treffen fiir dieses Kapitel folgende Annahme:
w, > 0 fir alle a € A.

Diese Annahme stellt keine Einschrdnkung der Allgemeinheit dar, da je-
des Minimalkosten-Fluss-Problem mit negativen Kosten in ein dquivalentes
Problem mit nicht-negativen Gewichten transformiert werden kann; vgl. Ab-

bildung [7:2]

2Engl.: minimum cost circulation problem
3Das machen wir in der Ubung.
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Abbildung 7.2: Reformulierung von Minimalkosten-Fluss-Problemen mit ne-
gativen Kosten

7.1 Die Negative-Kreise-Optimalitatsbedingung

Sei G(x) = (V, A(z)) der Residualgraph (siche Kapitel mit
Al(.%') = {Zj € A(.%') ’Lj € A und Tij < Cij},
As(x) = {ij € A(x): ji € Aund zj > 0}
und A(x) = Ai(x) U Ay(x). Ferner sei
Cij — Tij, falls ij € Al(ac),
Ty =
! Zji, falls ij € As(x),
die Residualkapazitét.

Im Fall von allgemeinen unteren Flussschranken d € RI4l lautet die analoge
Definition

Ai(z) :={ij € A(x): ij € A und z;; < ¢},
As(z) == {ij € A(z): ji € A und z;; > dji}.

Es sei C ein gerichteter Kreis in G(z). Bekanntermafen definiert jeder gerich-
tete Kreis in G(x) einen ungerichteten Kreis in D. Wir definieren

1, falls C' den Bogen ij von D durchléuft,
X% = ¢ —1, falls C' den Bogen ji von D durchlauft,

0, sonst.

Satz 7.3. Sei x ein Zirkulation. Dann ist x optimal fiir das Minimalkosten-
Zirkulations-Problem genau dann, wenn G(z) keinen (gerichteten) negativen
Kreis bzgl. der Kostenfunktion

_ wyj,  fallsij € Ay(z),
Wi =
! —wj;, falls ij € As(x)

enthalt.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Notwendigkeit der Bedingung. Sei dafiir C
ein gerichteter Kreis in G(z) mit negativen Kosten. Dann gibt es ein € > 0,
so dass o' := z +ex® wieder eine Zirkulation ist, d. h., 2’ erfiillt sowohl (7.2al)

als auch ([7.2bf). Aukerdem gilt

g waxazg WeXq + E Wqlq

acA acC acA\C

> Z waxiz + Z WqLq
acC a€A\C

= Z WaTlh + Z We ),
acC acA\C

_ /

=2 waly
acA

also war = nicht optimal.

Wir zeigen jetzt noch, dass die Bedingung auch hinreichend ist. Dazu habe
jeder gerichtete Kreis in G(z) nicht-negative Kosten und es sei 2’ eine beliebige
Zirkulation. Dann erfiillt 2’ — x ebenfalls die Flusserhaltungsbedingung
und es gibt gerichtete Kreise C1, ..., Cp, in G(x) mit Ay, ..., Ay, > 0, so dass

m
/ Cj
x —a::Z)\jX g
j=1

gilt. Weiter gilt

mit
Also ist « optimal. O

7.2 Der Kreis-Loschungs-Algorithmus

Bemerkung 7.4. 1. Die Bestimmung eines zuléssigen Flusses in Schritt 1
kann mithilfe eines Maximalfluss-Algorithmus durchgefiihrt werden.

2. Die Bestimmung eines negativen Kreises in Schritt 4 ist beispielsweise
mit Verfahren aus Kapitel [5| moglich.
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Algorithmus 18 Kreis-Loschungs-Algorithmus
Eingabe: Ein Digraph D = (V, A) mit Bogenkapazititen ¢, € R>o und
Kosten w, fiir alle a € A, Knotenbedarfe b, fiir alle v € V.
Ausgabe: Ein Minimalkostenfluss « oder die Meldung, dass es keinen zulés-
sigen Fluss gibt.
Bestimme einen zuldssigen Fluss x.
Falls es keinen zuldssigen Fluss gibt: return “Problem ist unzuléssig”.
while G(z) enthélt einen negativen Kreis do
Bestimme negativen Kreis C.
Setze ¢ = min{r;;: ij € C}.
Augmentiere ¢ Flusseinheiten entlang C' und aktualisiere G(x).

return x

Satz 7.5. Algorithmus arbeitet korrekt. Fiir § = maxgcacq, Vv =

max,e 4 w, und ganzzahlige Eingabedaten betriigt seine Laufzeit O(nm? +
2

nm<ov).

Beweis. Die Korrektheit folgt direkt aus Satz [7.3]

Schritt 1 wird durch Verwendung des Edmonds-Karp-Algorithmus in O(nm?)
durchgefiihrt; vgl. Satz[6.32} Die Bestimmung eines negativen Kreises kann in
O(mn) durchgefiihrt werden. Die Schritte 5 und 6 benotigen jeweils O(m).

Es bleibt also noch die Anzahl der Iteration von Schritt 3—6 abzuschéatzen.
Der Startfluss hat Kosten von hochstens mfv und der kostenminimale Fluss
hat Kosten von mindestens —m#fv. Da ¢ > 1 gilt nach Schritt 5 folgt daraus,
dass die maximale Anzahl der Iterationen hochstens O(mfv) ist.

Insgesamt haben wir also eine Laufzeit von O(nm? + nm?20v). t

Algorithmus [I§] ist wieder sehr generisch formuliert und ist kein Polynomi-
alzeitalgorithmus. W&hlt man aber in Schritt 4 nicht irgendeinen negativen
Kreis, sondern einen Kreis, der w(C')/|C| minimiert, so kann man zeigen, dass
hochstens O(nm? logn) Durchliufe der Schritte 3-6 bendtigt werden. Einen
sogenannten minimalen Durchschnittskreis kann man in O(mn) bestimmen.
Beweise fiir diese Aussagen finden Sie beispielsweise in Kapitel 10 von Ahuja
u.a. |[1]. Damit gilt der folgende Satz.

Satz 7.6. Wird in Schritt 4 ein minimaler Durchschnittskreis gewahlt, so
betriigt die Gesamtlaufzeit O(n?m3logn).

Satz 7.7. Sind die Bogenkapazititen ¢ und die Bedarfe b ganzzahlig, so
berechnet Algorithmus [I§] einen ganzzahligen Minimalkosten-Fluss.

Beweis. Aus Satz folgt, dass der Startfluss nach Schritt 1 ganzzahlig ist.

90



Da alle Daten ganzzahlig sind, ist € in Schritt 5 ebenfalls ganzzahlig und
damit auch der neue Fluss nach Schritt 6. Also bleibt x wiahrend des gesamten
Algorithmus ganzzahlig. O

Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Algorithmen fiir Minimalkosten-Fluss-

Probleme. Aus zeitlichen Griinden méchten wir hier aber nicht naher darauf
eingehen und den interessierten Leser abermals auf Ahuja et al. [1] verweisen.
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Kapitel 8

Unabhangigkeitssysteme und
Matroide

Viele kombinatorische Optimierungsprobleme kénnen folgendermafsen for-
muliert werden. Fiir ein gegebenes Mengensystem (E,Z) (d.h. eine endliche
Menge E mit Potenzmenge 2¥ und eine Familie Z C 2¥) mit einer Gewichts-
funktion ¢ : 2F — R, bestimme man ein Element aus Z mit minimalem bzw.
maximalem Gewicht.

In diesem Kapitel beschranken wir uns auf diejenigen kombinatorischen
Optimierungsprobleme, wo (F,Z) ein Unabhéngigkeitssystem oder sogar
ein Matroid ist. Hassler Whitney gebrauchte 1935 in seinem grundlegenden
Artikel [21] den Begriff Matroid. Wie das Wort bereits andeutet, konzipierte
er ein Matroid als eine abstrakte Verallgemeinerung einer Matrix.

Zuerst fiihren wir Unabhéngigkeitssysteme und anschlieftend Matroide ein und
zeigen, dass viele kombinatorische Optimierungsprobleme in diesem Kontext
beschrieben werden kénnen. Es gibt mehrere dquivalente Axiomensysteme
fiir Matroide und eine interessante Dualitétsrelation. Der Hauptgrund, wes-
wegen Matroide wichtig sind, ist, dass ein einfacher Greedy-Algorithmus zur
Optimierung in Matroiden benutzt werden kann. Abschlieffend betrachten
wir den Schnitt von Unabhéngigkeitssystemen und Matroiden.

8.1 Unabhangigkeitssysteme

Zunéchst definieren wir den Begriff Unabhingigkeitssystem. Spéater werden
wir diese Definition erweitern, um die Definition eines Matroids zu erhalten.

Definition 8.1 (Unabhingigkeitssystem). Ein Mengensystem (F,Z) mit
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T C 2% heifit Unabhingigkeitssystem auf E, wenn es die folgenden Axiome
erfiillt:

(I1) D e T,
(12) [ ChLeI=1I¢cl

Die Teilmengen von F, die in Z enthalten sind, heifsen unabhéngig und alle
iibrigen Teilmengen von E heiffen abhéngig.

Mit jedem Unabhéngigkeitssystem (E,Z) sind auf kanonische Weise andere
Mengensysteme verbunden, welche wir nun einfiihren werden.

Definition 8.2 (Kreis, Kreissystem). Eine inklusionsminimale abhéngige
Teilmenge von E heifit Kreis. Die Menge aller Kreise eines Unabhéngigkeits-
systems (E,Z) heifst Kreissystem und wird mit C bezeichnet.

Definition 8.3 (Basis, Basissystem). Eine inklusionsmaximale unabhéngige
Teilmenge von E heifst Basis. Die Menge aller Basen eines Unabhéngigkeits-
systems (E,7) heifit Basissystem und wird mit B bezeichnet.

Definition 8.4 (Antikette). Eine Antikette ist eine Menge paarweise nicht
vergleichbarer Elemente.

Kreissysteme und Basissysteme sind Antiketten, d.h. Systeme von Mengen,
so dass keine zwei Mengen ineinander enthalten sind.

Offenbar induziert jedes Unabhéngigkeitssystem (E, Z) ein eindeutig bestimm-
tes Kreissystem und ein eindeutig bestimmtes Basissystem. Es gilt auch die
Umkehrung, wie wir nachfolgend (ohne Beweis) fiir Kreis- und Basissysteme
skizzieren.

Ist B eine Antikette auf F, so ist
Z:={ICFE:3BecBmitlC B}
ein Unabhéngigkeitssystem, und B ist das zu (F,Z) gehorige Basissystem.
Ist C # {0} eine Antikette auf E, so ist
Z:={I C E: I enthélt kein Element von C} (8.1)

ein Unabhéngigkeitssystem, und C ist das zu (F,Z) gehorige Kreissystem.

Sei fiir jedes Element e € E ein Gewicht ¢, € R gegeben. Fiir F' C F setzen
wir ¢(F) := > cp Ce.

Definition 8.5 (Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem).
Ist ein Unabhingigkeitssystem (F,Z) mit Gewichtsfunktion ¢ : 2% — Rxg

93



gegeben, so nennen wir

max{c(l): I €T} (8.2)

Optimierungsproblem tber einem Unabhdngigkeitssystem (E,T).

Offenbar macht es hier keinen Sinn, Gewichte ¢, zu betrachten, die nicht
positiv sind. Denn wenn I* € 7 optimal ist, gilt I’ :==I*\{e € E: ¢, <0} €7
und ¢(I’) > ¢(I*), also ist I’ ebenfalls eine optimale unabhéngige Menge.

Definition 8.6 (Optimierungsproblem iiber einem Basissystem). Ist ein
Basissystem B auf E mit Gewichtsfunktion ¢ : 2¢ — R gegeben, so nennen
wir

min{c¢(B) : B € B} (8.3)

Optimierungsproblem tiber einem Basissystem B.

Im folgenden Beispiel wollen wir einige Optimierungsprobleme iiber
Unabhéngigkeits- bzw. Basissysteme auflisten.

Beispiel 23. (a) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge S C V
heifst stabile Menge, falls je zwei Knoten aus S nicht benachbart sind.
Die Menge der stabilen Mengen ist ein Unabhéngigkeitssystem. Eine
gewichtsmaximale stabile Menge zu finden, ist ein Optimierungsproblem
iiber einem Unabhéngigkeitssystem.

(b) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge S C V heift Clique, falls
je zwei Knoten aus S benachbart sind. Die Menge der Cliquen ist ein
Unabhéngigkeitssystem. Eine gewichtsmaximale Clique zu finden, ist
ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem.

(c) Sei G = (V, E) ein Graph. Die Menge der Wilder von G ist ein Unab-
héngigkeitssystem. Einen maximalen Wald mit minimalem Gewicht zu
finden ist somit ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

(d) Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching M in G ist eine Kantenmenge
M C FE, so dass jeder Knoten aus V' hochstens zu einer Kante aus M
inzident ist. Die Menge aller Matchings ist ein Unabhéngigkeitssystem.
Ein maximales Matching zu bestimmten, ist ein Optimierungsproblem
iiber einem Unabhangigkeitssystem.

(e) Gegeben seien Zahlen n € N, ¢; > 0, a; > 0 fir 1 < j < n und
b > 0. Das Problem eine Teilmenge S C {1,...,n} mit } . ga; <b
und maximalen Zielfunktionswert ZjeS c¢j zu bestimmen, wird als
Rucksack-Problem (engl. Knapsack-Problem) bezeichnet. Die Menge
aller zuléissigen Lésungen Z = {I C E : } ;;a; < b} mit F =
{1,...,n} ist ein Unabhéngigkeitssystem (F,Z). Dabei handelt es sich
um ein Optimierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem.
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(f) Gegeben sei ein vollstandiger Digraph D = (V, A) mit Bogengewichten
¢;j fur alle (i,j) € A. Die Aufgabe einen gerichteten Hamiltonkreis
mit minimalem Gewicht zu finden, heifst asymmetrisches Travelling-
Salesman-Problem (ATSP). Die Menge aller gerichteten Hamiltonkreise
ist ein Basissystem eines Unabhéngigkeitssystems. Das ATSP ist somit
ein Optimierungsproblem iiber einem Basissystem.

A

Unabhéngigkeitssystem sind sehr allgemeine Objekte und besitzen héufig
zu wenig Struktur, um wirklich tiefliegende Aussagen iliber sie machen zu
koénnen. Deshalb wollen wir im néchsten Abschnitt eine spezielle Klasse von
Unabhéngigkeitssystemen betrachten.

8.2 Matroide

Wie die Beispiele aus dem vorigen Abschnitt zeigen, enthalten Optimierungs-
probleme iiber Unabhéngigkeits- oder Basissysteme sowohl polynomial l6sbare
Probleme (z.B. Bestimmung minimaler Spannbaum) als auch Probleme fiir die
keine polynomialen Losungsverfahren bekannt sind (z.B. ATSP). Man wird
daher nicht erwarten konnen, dass fiir diese Probleme eine “gute” Losungstheo-
rie existiert. Wir wollen nun eine Spezialklasse von Unabhéngigkeitssystemen
einfiihren, fiir die es so etwas gibt.

Definition 8.7 (Matroid). Ein Unabhéngigkeitssystem (F,Z), das das zu-
sétzliche Axiom

(13) I,J €T mit [I| <|J| = JjeJ\Imit IU{j}eT

erfiillt, nennt man Matroid und bezeichnet es mit M = (F,Z).

Satz 8.8. Die folgenden Unabhéngigkeitssysteme (E,Z) sind Matroide:

(a) FE ist die Spaltenmenge einer Matrix A iiber irgendeinem Korper K und
Z:={F C E: die Spalten in F sind linear unabhéngig bzgl. K}.

(b) E ist die Kantenmenge eines ungerichteten Graphen G = (V, E) und
I:={FCFE:(V,F) ist ein Wald}.

(¢) E ist die Kantenmenge eines ungerichteten Graphen G, S ist eine stabile
Menge in G, k € Zs>ound Z:={F C E : [0(s) N F| < k Vs € S}.

(d) E ist die Bogenmenge A eines Digraphen D = (V, A), S CV, k € Z>
ud Z:={F CE:|8"(s)NF|<kVseS}
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(e) E ist die Bogenmenge A eines Digraphen D = (V,; A), SCV, k € Z>g
und Z:={F C E:|0°(s)NF| <kVseS}

Beweis. In allen Fallen ist klar, dass (F,Z) jeweils ein Unabhéngigkeitssystem
ist. Somit bleibt zu zeigen, dass Definition [8.7] gilt.

(a) Dies folgt aus dem Basiserganzungssatz der linearen Algebra.

(b) Ang., es seien I, J € T mit |I| < |J| und es wére I U {j} ¢ T fiir alle
j € J\ I. Fir jede Kante j = {v,w} € J sind v und w in derselben
Zusammenhangskomponente von (V, I). Also ist jede Zusammenhangs-
komponente von (V, J) eine Teilmenge einer Zusammenhangskomponen-
te von (V,I). Somit ist die Anzahl p der Zusammenhangskomponenten
des Waldes (V, J) nicht kleiner als die Anzahl der Zusammhangkompo-
nenten g des Waldes (V, I). Daraus folgt |V| —|J| =p > q = |V| — |
oder |J| < |I|, was ein Widerspruch zur Annahme ist.

(c) Seien I,J € Z mit |[I| < |J| und S’ := {s € S : |6(s) N I| = k}. Da
[I| < |J| und |6(s) N J| < k fiir alle s € S, gibt es ein j € J \ I mit
j ¢ 0(s) fiir s € S’. Somit ist TU{j} € T.

(d) Der Beweis verlduft, bis auf ein Ersetzen von § durch 6, analog zu (c).

(e) Analog zu (c).

O

Zwei der Matroide aus Satz haben besondere Namen. Das Matroid in (a)
heift Vektormatroid von A und wird mit M [A] bezeichnet. Das in (b) darge-
stellte Matroid wird Kreismatroid von G genannt und mit M (G) bezeichnet.

Beispiel 24. Es sei die Matrix A € R?*4 mit
1 00 01
A= (0 110 1>
gegeben. Die Menge der Spalten von A ist £ = {1,2,3,4,5} und mit

T ={0,{1},{2}, {3}, {5}, {1,2},{1,3},{1,5},{2,5}, {3,5}}

erhalten wir das Vektormatroid M[A]. Das Basissystem von M[A] ist B =
{{1,2},{1,3},{1,5},{2,5},{3,5}} und die Familie der abhéngigen Mengen
ist

({43, {1,4},{2,4},{3,4},{4,5}, {2, 3} U{X C E'| [X] = 3}.
Somit sind

© :={{4},{2,3},{1,2,5},{1,3,5}}

die minimal abhéngigen Mengen, deren Teilmengen alle unabhéngig sind.
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Abbildung 8.1: Kreismatroid M (G)

Sei G = (V,E) der Graph aus Abb. und M (G) das entsprechen-
de Kreismatroid. Dann gilt £ = {1,2,3,4,5} und das Kreissystem ist
C = {{4},{2,3},{1,2,5},{1,3,5}}. Es ist zu sehen, dass C den minimal
abhéngigen Mengen © von M [A] entspricht. A

8.2.1 Kreisaxiome und Basisaxiome

In der Matroidtheorie gibt es kein Standardaxiomensystem. Dies liegt dar-
an, dass bei unterschiedlichem Zugang sich verschiedene Strukturen in den
Matroiden zur Axiomatisierung anbieten. Neben Definition werden wir
nun zwei weitere Axiomensysteme kennenlernen. Zunéchst betrachten wir die
Kreisaxiome, die bei einem graphentheoretischen Zugang naherliegend sind.
Anschliefsend gehen wir auf die Basisaxiome, die durch die lineare Algebra
motiviert sind, ein.

Lemma 8.9. Sei C das Kreissystem eines Matroids M = (E,Z). Dann gilt
(C1) D¢cC,

(02) Ci,CoeCund Cy C Cy = C =0y,

(03) C1,C€C,C1 #£Cy,ze C1NCy = dC5 € Cmit C3 C (Cl UCQ)\{Z}
Beweis. (C1) und (C2) folgen aus der Definition eines Kreises. Seien also C
und C verschiedene Kreise und e € C1NC5y. Angenommen, (C1UCy)\{e} € Z.
Wegen (C2) ist Cy \ Cy nicht leer und wir wéhlen f € Cy\ C;. Da Cy minimal
abhéngig ist, gilt Cy \ {f} € Z. Wir wihlen eine maximale unabhéngige
Menge I mit Cy \ {f} C I C C; U Cy. Offensichtlich gilt f ¢ I. Da C ein

Kreis ist, existiert ein Element g € C; mit g ¢ I. Aufgrund von f € Cy \ C,
sind f und g unterschiedlich. Somit gilt

I < [(CLUC2) \{f, g} =[C1UCs| =2 < |[(CLUCs) \ {e}].

Nun wenden wir (I3) mit Iy = I und Is = (C7; U Cs) \ {e} an. Daraus folgt
ein Widerspruch zur Maximalitat von I. ]
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Wie der folgende Satz zeigt, konnen Matroide iiber (C1), (C2) und (C3)
charakterisiert werden.

Satz 8.10. Sei E endlich und C C 2F eine Mengenfamilie, die (C1), (C2)
und (C3) erfiillt. Sei Z := {I C E : I enthélt kein Element von C}, dann ist
(E,T) ein Matroid und C sein Kreissystem.

Beweis. Siche Ubung. O

Ein Kreis, der aus einer unabhéngigen Menge durch Hinzunahme eines
Elementes entsteht, ist eindeutig:

Lemma 8.11. Sei M = (E,Z) ein Matroid, I € Z, e € E und I U {e} ¢ 7.
Dann gibt es genau einen Kreis C' C I U {e} und es gilt e € C.

Beweis. Zu zeigen ist die Eindeutigkeit. Angenommen, es gébe zwei solcher
Kreise C1 und Cy mit C; # Cy, dann wiirde nach (C3) die Menge ((C7 U
C3) \ {e}) C I einen Kreis enthalten, was ein Widerspruch zu I € 7 ist. [

Lemma 8.12. Sind B; und B Basen eines Matroids M = (E,Z), so ist
|Bi| = Bzl

Beweis. Angenommen, es gilt |By| < |Ba|. Da By, By € 7, existiert nach (I3)
ein Element e € By \ By mit By U {e} € Z. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Maximalitat von Bj. Somit gilt |B;i| > |Bz| und auch |Bs| > |By|. O

Lemma 8.13. Sei B das Basissystem eines Matroids M = (F,Z). Dann gilt
(B1) B#40,
(B2) Bi,Bs € B,e € Bl\BQ = df e Bg\Bl mit (Bl\{e}) U{f} € B.

Beweis. Da () € T ist, gilt (B1). Sowohl By \ {e} als auch By sind unabhingige
Mengen. Wegen Lemma [8.12] gilt [B; \ {e}| < |Ba|. Also gibt es nach (I3) ein
f € B\ (B1\{e}) mit (B \{e})U{f} € Z und somit existiert eine maximal
unabhéngige Menge B mit (B \ {e}) U{f} C Bj. Aus Lemma folgt
IB)] = |By| und weiter |By| = (B \ {e}) U{/}]- Da (B1 \ {eh) U]} = B,
ist (B \ {e}) U{f} eine Basis von M. O

Satz 8.14. Sei E endlich und B C 2F eine Mengenfamilie, die (B1) und (B2)
erfillt. Sei Z := {I C E: 3B € Bund I C B}, dann ist (E,Z) ein Matroid
und B sein Basissystem.

Beweis. Siehe Ubung. O
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Abbildung 8.2: Kreismatroid M (G)

Betrachte ein Matroid M = (E,Z) und X C E. Sei Zix :={I C X : [ €
T}, dann ist das Paar M|x = (X,Z)x) ebenfalls ein Matroid, welches als
Restriktion von M auf X bezeichnet wird.

Definition 8.15 (Rang). Sei M = (E,Z) ein Matroid, X C F'und B € Zx
eine Basis von M|x. Dann bezeichnen wir die Funktion 7 : 2P — N> mit

r(X) = [B]

als Rang von X.

Falls in Definition X = FE ist, schreibt man statt r(E) oft auch nur
r(M).

Bemerkung 8.16. Sei G = (V, E) ein Graph mit Kreismatroid M = M (G)
und w(G) die Anzahl seiner Zusammenhangskomponenten, dann gilt

r(M) = |V| - w(G).

Beispiel 25. Sei M = M(G) mit G der Graph in Abbildung [8.2] G ist
zusammenhéngend, also w(G) = 1, und (M) = |[V| — 1 = 4. Wiirden wir
nur den induzierten Subgraphen fiir X = {4,5,6,7, 8} betrachten, dann ist
{4,5,6} eine Basis und r(X) = 3. A

Auch die Rangfunktion liefert ein Axiomensystem. Darauf méchten wir an
dieser Stelle aber nicht weiter eingehen.

8.2.2 Dualitit und Isomorphie

Wir haben in dieser Vorlesung bereits duale Graphen von planaren Gra-
phen und duale algorithmische Konzepte im Kapitel iiber maximale Fliisse
kennengelernt. Hier wollen wir nun die Dualitdt von Matroiden betrachten.

In Lemma (B2) wir zunéchst die Basis verkleinert und dann wieder
aufgefiillt. Gehen wir umgekehrt vor, so erhalten wir einen Kreis, aus dem
wir ein Element entfernen kénnen.
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Lemma 8.17. Sei B das Basissystem eines Matroids. Dann gilt

(B2)* B1,Bs € Bye € By \ By = 3f € Bi \ By mit (B1U{e}) \ {f} € B.
Beweis. Dies folgt aus Lemma [8.11] O

Satz 8.18. Sei M = (E,Z) ein Matroid mit Basissystem B und B* := {E'\ B :
B € B}. Dann ist B* das Basissystem eines Matroids.

Beweis. Da B # (), ist auch B* # () und B* erfiillt (B1). Sei B}, B; € B*,
e€ B\ B;, By = E\ Bf und By = E'\ B3, dann gilt B, B2 € B und

B\ B; = (E\ B1)\ (E\ B2) = By \ By.

Wegen (B2)* aus Lemma mit e € By \ B; existiert f € By \ By mit
(B1U{e}) \ {f} € B. Daraus folgt, dass f € B3 \ B} und

B3 E\ ((BiU{e}) \{f}) = (E\ B1) \{e}) U{f} = (BT \ {e}) U{S}.
Folglich erfiillt B* die Eigenschaft (B2) von Lemma O

Das Matroid aus Satz [8.18 heifit das duale Matroid von M und wird mit M*
bezeichnet.

Bemerkung 8.19. Aus Satz folgen die Eigenschaften
(M*)" =M

und
r(M)+r(M*) = |E|.

Definition 8.20 (Kokreis). Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Ein Kokreis
ist eine Kantenmenge, deren Entfernung aus G die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten erhoht und die mengeninklusionsweise minimal beziiglich
dieser Eigenschaft ist.

Beispiel 26. Betrachten wir den Graphen G = (V, E) in Abb. {1,5,6}
oder {2,3} wiren Kantenmengen bei deren Entfernung G in zwei Zusammen-
hangskomponenten zerféllt. Die Kantenmengen {1,6} und {3} sind Kokreise.

A

Jeder Kokreis ist offenbar ein Schnitt, und es ist einfach einzusehen, dass die
Kokreise gerade die minimalen nicht-leeren Schnitte von G sind.

Definition 8.21 (Kokreismatroid). Sei G = (V, E) ein Graph. Das duale
Matroid M*(G) von M(G) nennen wir Kokreismatroid.
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Abbildung 8.4: Graph G = (V, E) mit 13 Kanten

Die minimal abhingigen Mengen des Vektormatroids entsprechen den Kreisen
im Kreismatroid und die unabhéngigen Mengen des Kreismatroids entspre-
chenden den unabhéngigen Spalten im Vektormatroid. Dies fithrt uns auf
den Begriff der Isomorphie von Matroiden.

Definition 8.22. Zwei Matroide M; = (E1,Z;) und My = (Eq,Z5) heifen
isomorph, in Zeichen M; = M,, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : 281 —
2F2 gibt mit

X el =4 ¢(X)€IQ vX C E.

Ein Matroid, das isomorph zu einem Kreismatroid ist, heifst graphisch und
ein zu einem Kokreismatroid isomorphes Matroid wird kographisch genannt.

Beispiel 27. Betrachten wir den folgenden, in Abb. dargestellten Gra-
phen G = (V,E) mit E = {1,2,...,13}. Das Kreissystem C von M(QG)

1st

¢ ={{1,2,3},{4,5,6,7},{9,10,11}, {11,12,13}, {9, 10, 12,13} }

Das Kreissystem C* des kographischen Matroids M*(G) auf E ist gegeben
durch die Menge

Cr={{1,2},{1,3},{2,3},{4,5},{4,6},{4,7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}, {8},
{9,10}, {9,11,12}, {9, 11,13}, {10, 11, 12}, {10, 11,13}, {12,13}}.

A
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Abbildung 8.5: Graph G = (V, E') mit 4 Kanten

Beispiel 28. Das Basissystem B des graphischen Matroids aus Abb.
mit F = {1,2,3,4} ist gegeben durch

B={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4}}

und das Basissystem B* des kographischen Matroids bzgl. G ist die Antikette
B* = {{4},{3}.{2}}. A

Wir wenden uns nun zwei Graphen zu, die im Kontext planarer Graphen eine
wichtige Rolle spielen.

Lemma 8.23. Sei M ein graphisches Matroid, dann gilt M = M(G) fiir
einen zusammenhéngenden Graphen G = (V| E).

Beweis. Siche Ubung. 0

Satz 8.24. Weder M*(K5) noch M*(K33) sind graphisch.
Beweis. Siehe Ubung. O

Dass K5 und K33 nicht planar sind, ist kein zufélliges Zusammentreffen.
Abschliefsend geben wir noch zwei Resultate zu planaren Graphen ohne
Beweis an.

Satz 8.25. Ist G = (V, E) planar, so ist M*(G) graphisch.

Korollar 8.26. Ist G = (V, F) ein planarer Graph und G* = (V*, E) der
duale Graph, dann ist M*(G) = M (G*).

Aus Korollar ist ersichtlich, dass Matroide das Konzept von Dualitat
planarer Graphen verallgemeinern.

8.2.3 Greedy-Algorithmus
Wir werden nun zeigen, dass die mathematische Struktur eines Matroids

vollsténdig durch ein algorithmisches Vorgehen und umgekehrt charakterisiert
werden kann, was ein seltener Fall in der Mathematik ist.
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Ein Greedy-Algorithmus fiir ein Optimierungsproblem {iber einem Unabhén-
gigkeitssystem (8.2) ist in Algorithmus [19| gegeben. Méchte man Minimie-

Algorithmus 19 Greedy-Max fiir Unabhéngigkeitssysteme

Eingabe: Ein Problem der Form (8.2), eine Grundmenge E und eine Funk-
tion c: 2E — Rzo.
Ausgabe: Eine zulissige Losung Ig € 7.
1: Sortiere die Elemente in F derart, dass

c(l) > ce(Iz) > -+ > ()

gilt, wobei |E| = m gelte.
2: Setze Ig + 0.
3: for k=1:mdo
4: if IgU{Ik} € 7 then
5: Setze Ig + Ig U {I}.
6

: return Ig.

rungsprobleme anstelle von Maximierungsproblemen iiber Unabhéngigkeits-
systemen betrachten, so erhdlt man einen entsprechenden Algorithmus, wenn
man in Schritt 1 derart sortiert, dass

c(I1) <c(l2) < - < ()

gilt.

Ziel des Rests dieses Kapitels ist zu charakterisieren, wann dieser Algorithmus
das Maximierungsproblem iiber Unabhéngigkeitssystemen tatsédchlich 16st.
Dazu betrachten wir zunéchst zwei Beispiele.

Beispiel 29 (Maximaler Wald minimalen Gewichts). Wir betrachen das
Problem, in einem Graphen G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢ : £ — R>q
einen maximalen Wald minimalen Gewichts zu bestimmen. Wir haben uns in
Beispiel [23| (¢) bereits davon iiberzeugt, dass die Menge der Walder von G
ein Unabhéngigkeitssystem ist. Wir kénnen also Algorithmus [19] anwenden.
Die Bedingung in Schritt 4 iibersetzt sich dann in “Falls I¢ U {I}} kreisfrei”.
In diesem Fall liefert Algorithmus [19| tatséchlich eine Optimallsung. VAN

Satz 8.27. Algorithmus[19| mit aufsteigender Sortierung in Schritt 1 16st das
Problem der Bestimmung eines maximalen Waldes mit minimalem Gewicht.

Beweis. Es handelt sich exakt um Algorithmus[9 von Kruskal. Demnach folgt
der Satz direkt aus Satz L7 O
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Beispiel 30. Wir betrachten das Rucksack-Problem
n
mgx Zl CjTj
=

n
s.t. Zaj:zj <,
j=1

zj € {0,1} firallej=1,...,n

mit ¢; > 0, a; > 0 fiir alle j und b > 0. Wir haben uns in Beispiel
(e) davon iiberzeugt, dass es sich hierbei um ein Unabhéngigkeitssystem
handelt. Wenden wir Algorithmus|19|auf das Rucksackproblem an, so kann der
Algorithmus allerdings beliebig schlechte Losungen liefern. Dazu betrachten
wir folgende Beispielinstanz des Rucksackproblems:

max  nwp + (n—Dxg+---+(n—1z,+ (n—1)xp4

st. nri+xo+--+ Ty + T <0,
zj € {0,1} furallej=1,...,n+1.

Algorithmus (19| liefert die Losung I = {1} mit Zielfunktionswert n, wihrend
die Optimallosung den Wert n(n — 1) hat. A

Wir haben also ein Beispiel gesehen, wo der Greedy-Algorithmus ein optimale
Lésungen liefert und ein Beispiel, bei dem er sehr schlechte Losungen liefert.
Wir charakterisieren jetzt, fiir welche Unabhéngigkeitssysteme der Greedy-
Algorithmus immer optimal funktioniert.

Lemma 8.28. Ist M = (E,T) ein Matroid und c : 2 — R, so liefert der
Greedy-Algorithmus eine Optimallésung eines Optimierungsproblems iiber
einem Unabhéngigkeitssystem (F,Z).

Beweis. Sei Bg = {b1,...,b.} die vom Greedy-Algorithmus gefundene Lo-
sung mit ¢(by) > ... > ¢(b,). Angenommen, B ist keine Optimallésung. Sei
dann B = {b1,...,b.} € T eine solche und so gewihlt, dass | BN B| maximal
ist. Sei by € Bg \ B mit kleinstem Index £ und Iy := {b; € Bg : i < {} € T.
Da B maximal unabhingig ist und by nicht in B ist, muss B U {b;} abhiin-
gig sein. Nach Lemma gibt es genau einen Kreis C C B U {b/}. Da
Z>1, C BU{b} ¢T,gibt es ein b; € C mit j > ¢ und c(bj) < c(by). Nun ist
aber (BU{b)\ {51} € T und e((BULbe)\ {B5}) = e(B)+c(be) —c(b) > c(B)
im Widerspruch zur Maximalitét von |Bg N B|. O

Matroide sind also genau die Unabhéangigkeitssysteme, bei denen der Greedy-

Algorithmus die Optimallosung liefert. Man kann also das Axiom (I3) durch
ein Greedyoptimalitdtsaxiom ersetzen.
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Satz 8.29. Sei (E,Z) eine Mengenfamilie. Dann ist Z die Familie der unab-
héngigen Mengen eines Matroids genau dann, wenn

(I1) D e T,
(12) [ ChLel=1I¢el,

(G) Fiir ¢ : 2F — R liefert der Greedy-Algorithmus eine maximale Menge
in Z mit maximalem Gewicht.

Beweis. Falls (E,Z) ein Matroid ist, gelten (I1) und (I2). Wir zeigen, dass
unter (I1) und (I2) die Bedingungen (I3) und (G) dquivalent sind. Die
Hinrichtung (I3) = (G) folgt aus Lemma Wir wollen nun zeigen, dass
(G) = (I3) gilt. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Seien Iy, I3 € Z mit
|I1| < |I2], so dass I; U{e} ¢ Z fiir alle e € I\ I1. Da |I; \ Is] < |I2\ I1] und
I1\ I # (), kénnen wir ein € > 0 wihlen mit

0< (1 + E)|Il \IQ| < ’12 \ Il‘
Betrachte die Gewichtsfunktion

2, falls e € 11 N I,
c(e)— 1/’]1\]2‘, faHS€€Il\IQ,
o (1+€)/’.[2\11’7 faHSEGIQ\Il,

0, sonst.

Damit wéhlt der Greedy-Algorithmus zuerst die Elemente von I1 N I und
dann alle Elemente von I \ I2. Per Annahme, werden keine Elemente von
Is \ I1 gewéahlt. Damit sind die {ibrigen Elemente der Greedy-Losung Bg in
E\ (I; U I7) enthalten. Daraus folgt

c(Bg) = 2/LN L+ L\ L|(1/[L\ I2])
= 2[[NI+1. (8.4)
Aber wegen (12) ist Iy enthalten in einem maximalen Element I}, € Z und
c(ly) > e(l2) = 2[LN I+ L\ L|((1+e)/l2\ 1)
= 2[HNDL|+1+e. (8.5)
Aus (8.4) und (8.5) folgt ¢(I}) > ¢(B¢) und somit ein Widerspruch. O

8.2.4 Schnitt von Matroiden

Wir haben bereits gesehen, dass Matroide fundamentale mathematische
Strukturen sind mit deren Hilfe der Begriff der linearen Unabhéngigkeit
verallgemeinert wird. Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob der Schnitt von
Matroiden selbst wieder ein Matroid ist. Um dieser Fragestellung auf den
Grund gehen zu kénnen, miissen wir zunéchst den Schnitt von Unabhéngig-
keitssystemen betrachten.
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Satz 8.30. Der Schnitt von Unabhéngigkeitssystemen (E, (! Z;) fiir i =
1,...,n ist ein Unabhangigkeitssystem.

Beweis. Sei I € () Z; und J C I. Fiir alle i = 1,...,n gilt daher I € Z;. Da
(E,Z;) abgeschlossen unter Inklusion ist, folgt J € Z; fiir alle i = 1,...,n,
insgesamt also J € ()} Z;. O

Korollar 8.31. Jedes Unabhéngigkeitssystem (E,Z) ist der Schnitt endlich
vieler Matroide.

Beweis. Jedes Matroid ist per Definition ein Unabhangigkeitssystem. Mit
Satz folgt die Behauptung. O

Das folgende Beispiel zeigt hingegen, dass der Schnitt von Matroiden i.A.
kein Matroid ist.

Beispiel 31. Gegeben sind zwei Matroide:

Ml = ({17 27 3’ 4},21) mit Il = {®7 {1}7 {2}7 {3}’ {4}’ {1’ 2}7 {1’ 3}’ {27 4}’ {3a 4}}’
Ms = ({17 2,3, 4}71—2) mit Zy = {Q)v {1}7 {2}7 {3}7 {4}’ {17 2}7 {1’ 4}7 {27 3}) {37 4}})

Wir erhalten als Schnitt

(B, TiNIz) = ({1,2,3,4},{0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {3,4}}),

was selbst kein Matroid ist. AN

Besonders interessant sind Unabhéngigkeitssysteme, die der Schnitt zweier
Matroide sind. Das vielleicht wichtigste Beispiel ist hier das Matching-Problem
in einem bipartiten Graphen G = (AUB, F). Betrachte die unabhéngigen
Mengen

7y = {FCE:|6(s)NF|<1Vse A},
Iy, = {FCE:|6(s)NF|<1Vse B}.

Nach Satz [8.8|c) sind (E,Z;), (E,T) Matroide und Zy NI, = {F C E :
F ist ein Matching in G}.

Definition 8.32 (Matroid-Intersektions-Problem). Sind zwei Matroide
(E,I), (E,Iy) durch Unabhéingigkeitsorake]ﬂ gegeben und mochte man
eine Menge F' € 77 N Z; mit maximalem |F| bestimmen, spricht man vom
Matroid-Intersektions-Problem.

'Ein Orakel kann man als eine Art Subroutine interpretieren, welches Fragen eines
speziellen Typs beantwortet. Das Unabhéngigkeitsorakel bekommt als Eingabe F' C E und
beantwortet die Frage “Ist F' unabhéngig?” mit ja/nein.
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Edmonds [7] hat gezeigt, dass das Matroid-Intersektions-Problem in O(|E|*0)
Zeit, wobei 6 die maximale Komplexitét der beiden Unabhéngigkeitsorakel
ist, gelost werden kann.

Man fragt sich nun, ob auch iiber dem Durchschnitt von 3 Matroiden in
polynomialer Zeit optimiert werden kann. Dies geht vermutlich i.A. nicht,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Wir betrachten das asymmetrische Travelling-Salesman-Problem (ATSP).
Das zugehorige Unabhéngigkeitssystem ist wie folgt definiert:

H:={SCA,:

S ist Teilmenge eines gerichteten hamiltonschen Kreises in D,, = (V, A,,)},

wobei D,, der vollstéandige gerichtete Graph auf n Knoten ist. Wir modifizieren
D,, zu dem Graphen D], = (V' A]), indem wir den Knoten 1 € V' in zwei
neue Knoten 1,7 + 1 € V’ aufspalten. Alle Bogen aus A,,, die den Knoten 1
aus D,, als Anfangsknoten haben, haben auch 1 € V'’ als Anfangsknoten. Die
Boégen aus A,,, die 1 € V' als Endknoten haben, bekommen den neuen Knoten
n+1 € V' als Endknoten zugewiesen. Diese Konstruktion bewirkt, dass jedem
gerichteten hamiltonschen Kreis in D,, ein gerichteter hamiltonscher Weg von 1
nach n+1 in D/, entspricht und umgekehrt. Das ATSP-Unabhéngigkeitssystem
‘H ist dann identisch mit

H ={SCA, :
S ist Teilmenge eines gerichteten hamiltonschen (1,n + 1)-Wegs in D], }.

Betrachte auf A/, die drei unabhéngigen Mengen

7, = {W CA,:Wist Wald},
T, = {FCA, :|6®w)NF|<1YveV'},
I, = {FCA :|0°(v)NF|<1VweV'},

so sind nach Satz (A, Th), (A, Ty), (A, T3) Matroide, und es gilt H' =
i NI N1s.

Hiermit mochten wir die Betrachtung von Matroiden im Rahmen dieser
Vorlesung abschliefien. Wer sich tiefergehend mit Matroiden auseinandersetzen
mochte, dem sei das Buch von Oxley [15] empfohlen.
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Teil 11

Lineare Optimierung und der
Simplex-Algorithmus
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Kapitel 9

Das Simplex-Verfahren

Ein motivierendes Beispiel

Auf einer Studentenparty werden drei alkoholische Getréanke mit verschiedenen
Preisen und mit unterschiedlichem Zuckergehalt zum Mixen angeboten; siehe
Tabelle 0.1

Ein Austauschstudent hat nur noch 3€ ibrig, die er fiir ein Mischgetrank
aus den drei Angeboten vollstdndig ausgeben mochte. Da der Student zudem
Diabetiker ist, muss er auf seinen Zuckerspiegel achten und dafiir sorgen, dass
er noch genau 2 Broteinheiten (BE) zu sich nimmt.

Wir bezeichnen mit xj, z9 und z3 die Menge (in 10ml) der drei jeweiligen
Getrianke. Der Student erhélt damit fiir diese Variablen das folgende lineare
Gleichungssystem:

2x1 + a0 + 223 = 3, (9.1a)
2x0 + x3 = 2. (9.1b)

Hierbei handelt es sich um ein Gleichungssystem der Form Ax = b. Wir
bringen dieses Gleichungssystem mithilfe des Gauf-Algorithmus in eine fiir
unsere Zwecke besser geeignete Form. Dazu subtrahieren wir das 1/2-fache

Sugarfree Bubblegum Machfasch

Obstler Sprit Flash
Kosten / 10ml 2€ 1€ 2€
Zuckergehalt / 10 ml 0 BE 2 BE 1 BE

Tabelle 9.1: Getranke auf der Studentenparty
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der Gleichung ((9.1b)) von der Gleichung ((9.1a)) und erhalten

3
2z1 + 51‘3 =2,
219 + x3 = 2.

Anschliefend multiplizieren wir noch beide Zeilen mit 1/2. Dies liefert:
3
T+ ng = 17
1
Tro + 5%’3 =1.
Die Losungsmenge des urspriinglichen Systems (9.1)) ist damit durch

z1=1- —x3, (9.2&)

x9g=1— 593 (9.2b)
beschrieben. Wir sehen, dass das System beliebig viele Losungen hat, die sich
mithilfe von x3 parametrisieren lassen. Fiir 3 = 0 erhalten wir beispielsweise
die spezielle Losung = (Z1,%2,Z3)' = (1,1,0)". Nachdem wir mehr als
eine zuléssige Losung zur Verfligung haben, stellt sich die Frage, welche dieser
Losungen eine gegebene Zielfunktion optimiert, d. h., minimiert oder maxi-
miert. In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns nur mit linearen Problemen,
d. h., wir beschéftigen uns auch nur mit linearen Zielfunktionen. In unserem
aktuellen Problem haben wir also eine Zielfunktion

3
CT.CL‘: E C; Xy
=1

zu optimieren.

Der beste Cocktail (Teil 1)

In unserem speziellen Fall nehmen wir an, dass der Student gerne mog-
lichst niichtern bleiben und daher den Alkoholgehalt seines Mischgetranks
minimieren mochte. Sei dazu = eine beliebige zulédssige Losung fiir unser
Zulassigkeitssystem . Dann kdénnen wir unter Zuhilfenahme der Gleichun-
gen die Zielfunktion wie folgt umschreiben:

3 1
¢l = c1 (1 — 41‘3) + Cc2 (1 — 22?3) + c3x3

3 1 :
=c1+c2+ <—461 —202+03> T3 (9-3)

=a+ fxs
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mit
=c1+ B=-= Yve
a C1 Cco, 461 B (&) 3.

Mithilfe der Darstellung in (9.2)) erhalten wir also die folgende dquivalente
Formulierung des Problems:

min « + fBzs
x

st. x1=1-—-x3,

Ist B = 0, so ist die Zielfunktion auf der Menge der zuléssigen Losungen
konstant gleich a. Insbesondere ist dann die spezielle Losung Z = (1,1,0)7
optimal. Ist 8 > 0, so ist die Zielfunktion auf der Menge der zuléssigen Lo6-
sungen nach unten unbeschrankt, da wir x3 < 0 beliebig klein wahlen koénnen.
Auch fiir 8 < 0 ist die Zielfunktion nach unten unbeschrénkt, da hier zz > 0
beliebig groft gewéhlt werden kann. Unser lineares Optimierungsproblem

min {c¢' z: z erfiilllt (9.1)}

ist damit vollstdndig analysiert. Lineare Optimierung iiber linearen Glei-
chungssystemen ist nicht besonders spannend: Entweder sind alle zuldssigen
Losungen optimal oder es gibt iiberhaupt keine Optimallésung, da das Pro-
blem nicht nach unten beschrankt ist. Wir werden spater sehen, dass dies
nicht nur fiir unser spezielles Beispiel, sondern auch im Allgemeinen, gilt.

Der beste Cocktail (Teil 2)

Wenn wir unsere Modellierung des Optimierungsproblems nochmal etwas
genauer betrachten, stellen wir fest, dass wir wichtige Nebenbedingungen
iibersehen haben: Die Mengen x1, x2 und x3 der Getranke sollten nicht-negativ
sein! Damit sieht das Optimierungsproblem wie folgt aus:

min {¢' z: z erfiillt (9.1) und z > 0},
oder, nochmal voll ausgeschrieben:
min ¢z + cox2 + c3T3
x

s.t. 221 + a0+ 223 = 3,
2x9 + 3 = 2,

x1, 22,23 > 0.

(9.4)

Unsere Uberlegungen von oben, die uns zu dem umformulierten linearen
Gleichungssystem (9.2)) gefiihrt haben, bleiben nach wie vor giiltig: Wir
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konnen wieder nach x; und x5 auflésen und in die Zielfunktion einsetzen,
womit wir die folgende dquivalente Formulierung des Problems (9.4]) erhalten:

mgn a+ frs (9.5a)
st. 1 =1- %(Eg, (9.5b)
To=1— %.’133, (9.5¢)
x1,x2,x3 > 0. (9.5d)

Die spezielle Losung # = (%1, Zo, Z3) = (1,1,0) 7, die wir fiir Z3 = 0 aus Glei-
chung erhalten, ist wieder zuléssig und hat den Zielfunktionswert a. Das
Einzige, das sich gegeniiber der Variante ohne Vorzeichenrestriktion &ndert,
ist, dass wir unsere Fallunterscheidungen nach 8 neu durchfiihren miissen.
Falls 5 = 0, so gilt fiir alle Losungen des Systems , also insbesondere auch
fiir alle nicht-negativen Losungen x von Gleichung , weiterhin ¢'z = a.
Die Losung Z = (1,1,0) " mit ¢' Z = « bleibt optimal. Fiir 8 > 0 konnten wir
vorher z3 < 0 beliebig klein wahlen. Dies ist nun nicht mehr der Fall. In der
Tat gilt fiir jede zuléssige Losung = mit 3 > 0 aufgrund der Gleichung
jetzt ¢z > «. Damit ist Z erneut als optimal nachgewiesen. Es verbleibt
der Fall, dass 8 < 0 gilt. Wie anfangs fiihrt eine Erhohung von x3 dann zu
einer Verringerung der Zielfunktion. Allerdings wird diese Erhéhung durch

x1,x2 > 0 und die Gleichungen (9.2)) (bzw. durch die Gleichungen (9.5b)) und
(19.5¢)) begrenzt. Wegen Gleichung (9.5b)) muss

3
1—11’320,

also x3 < 4/3 gelten. Entsprechend erhalten wir aus Gleichung (9.5¢) die
Bedingung

1
1—5.'1:3207

also das x3 < 2 gelten muss. Insgesamt ist die maximale Erhéhung v von x3

gegeben durch
4

fy:min{gﬂ} - (9.6)

Wenn wir x3 auf v = 4/3 erhdhen und die Werte von z1, 2 geméaf der
Gleichungen anpassen, so ergibt sich die neue spezielle Losung 7 =
(0,1/3,4/3)" mit dem Zielfunktionswert ¢' 2+ = a4 4/38. Da 3 < 0 war,
gilt insbesondere ¢' ZT < ¢ Z und wir haben eine bessere Losung gefunden.
In unserem konkreten Beispiel nehmen wir an, dass die Alkoholgehalte der
drei Getranke ¢; = 4,co = 2 und c¢3 = 3 sind. Tabelle fasst die Daten
der Getranke noch einmal zusammen. Dann erhalten wir  und § fiir die
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Sugarfree Bubblegum Machfasch

Obstler Sprit Flash
Alkoholgehalt / 10ml 4 2 3
Kosten / 10ml 2€ 1€ 2€
Zuckergehalt / 10 ml 0 BE 2 BE 1 BE

Tabelle 9.2: Getranke auf der Studentenparty und ihr Alkoholgehalt

umgeschriebene Zielfunktion nach Gleichung (9.3)) als:

a=c+c=4+2=56,
3

1

Hier lohnt es sich demnach, den Wert der Variablen z3 zu erhéhen, da 5 < 0
ist. Wie wir bereits in Gleichung ausgerechnet hatten, kénnen wir

x3 maximal auf den Wert 4/3 erhéhen und wir erhalten die neue Losung
7T =(0,1/3,4/3)" mit dem Zielfunktionswert

Wie kénnen wir jetzt weiterarbeiten? Ist ZT bereits eine optimale Losung?
Was die Vorgehensweise bei T so einfach machte, war, dass wir die zwei
Variablen x; und x5 in Abhéngigkeit der Variablen z3 ausgedriickt hatten,
wobei wir 3 in Z = (1,1,0)" den Wert 0 besa®. Im Prinzip vollzieht sich
beim Ubergang von Z zu z* ein Rollentausch der Variablen x; und x3: z;
erhélt den Wert 0 und x3 wird auf 4/3 erhoht. Wir stellen daher das System
der linearen Gleichungen derart um, dass x5 und x3 in Abhéngigkeit von x
ausgedriickt werden (der genaue Rechenweg ist hier momentan nicht ganz so
interessant, wir werden im néchsten Abschnitt das systematische Vorgehen
genauer untersuchen):

4 4
I3 = g — gﬂfl, (97&)
1 2

Fiir jede zulissige Losung « = (21, 2, 23) | gilt also

clr=cz +c 1+gx +c %—éx
=171 2 3 31 3 3 31

1 2 4 4

=4 2( =+ = - — =
xr1 + <3+3:U1) +3<3 31‘1>

14 4
= — 44+ - —4
3+(+3 )an

14
~ 3 T3t

(9.8)

113



Aufierdem erfiillt jede zuldssige Losung = = (21,22, 23) | auch die Vorzei-
chenbedingung 1 > 0. Daher gilt dann aufgrund von Gleichung auch
cle > 14/3 = 'zt fiir jede zulissige Losung z. Die spezielle Losung
Tt =(0,1/3,4/3)7 ist damit eine Optimallssung und unsere Vorgehensweise

liefert dafiir einen mathematischen Beweis.

9.1 Lineare Optimierungsprobleme mit Gleichungs-
restriktionen

Wir verallgemeinern nun unser Beispiel aus dem letzten Abschnitt auf belie-
bige lineare Gleichungsrestriktionen der Form

Az =0, (9.9)

wobei A eine m x n Matrix und b € R™ ist. Wir nehmen zunéchst an,
dass Rang A = m (und damit insbesondere m < n) gilt. Dadurch ist das
System unterbestimmt und es gibt Optimierungspotential. In unserem
Beispiel oben war n = 3 und m = 2, siehe Gleichungen , und wir hatten

fiY -0

Wegen Rang A = m gibt es eine m x m Teilmatrix A’ von A, die nicht-singulér
ist. Die Indizes der Spalten dieser Teilmatrix A’ und ihre Reihenfolge spielen
eine besondere Rolle. Wir fiihren daher folgende Notation ein.

Fiir eine mxn Matrix A mit Spalten Ay, ..., A, und ein Tupel J = (41, ..., jk)
von paarweise verschiedenen Spaltenindizes sei A; = (4;,,...,4;,) die Ma-
trix, die aus den Spalten mit Indizes in J (in dieser Reihenfolge) entsteht.
Wir schreiben dann auch |J| = k fiir die Anzahl der Indizes in J und
JCA{1,...,n}.

Definition 9.1 (Basis, Basismatrix). Ist B C {1,...,n} mit |B| = m und
Ap nicht-singulér, so nennen wir B eine Basis von A und Ap Basismatriz.

In unserem Beispiel-Problem ist beispielsweise B = (1, 2) eine Basis und

L, 21
A_AB_[O 2]

eine Basismatrix. Ist B eine Basis von A, so konnen wir jeden Vektor x € R"
in die Basisvariablen xp und die Nicht-Basisvariablen xpy partitionieren:
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T = (zB,:UN)TE Es gilt dann:
Ar =b < Agxp+Ayxn =01
e AB$B:b_AN=TN (9.10)
<— "L‘B:Agl(b—ANl’N).

Insbesondere ist 7 = (vp,zn)! = (A'b,0)7 eine spezielle Losung des
Systems Ax = b aus Gleichung .

Definition 9.2 (Basislosung). Ist B eine Basis von A, so heit der Vektor
T=(Zp,Zy) mit
g = Aglb, rny =0

die zur Basis B gehorende Basislosung.

In unserem motivierenden Beispiel des letzten Abschnitts ist B = (1,2) eine
Basis mit zugehoriger Basislosung Z = (Z1,72,73) = (1,1,0)". Wie in
Gleichung kénnen wir die Zielfunktion fiir eine Losung = = (zp,zn) "
von Gleichung umschreiben:

'z = cgmB + c}xN

= cpAG (b— Ayay) + ey

= CgAElb + (CL — CgAElAN)(L‘N

T -1
c ALb

=c'z+ zI,a:N,

(9.11)

wobei Z die zu B gehdrende Basislosung ist. Der Vektor
ZN = CN — A;(AE)_ICB

heilt Vektor der reduzierten Kosten (oder einfach nur reduzierte Kosten). In
unserem Beispiel-Problem ergaben sich unterschiedliche Falle in Abh&ngigkeit
von zy. Ist zy = 0 der Nullvektor, so ist die Zielfunktion auf der Menge
der Losungen des Gleichungssystems konstant gleich ¢! Z. Insbesondere
ist dann die Basislosung T optimal. Sei daher nun zy # 0, also z; # 0 fiir
mindestens ein j € N. Wir betrachten fiir einen Skalar ¢ den Vektor z(%),
definiert durch

z;(t) =t,
zi(t) =0 firalleie N\ {j},
zp(t) = AGH(b — Anan(1)).

!An dieser Stelle sind wir notationell nicht ganz exakt, da wir eigentlich (xg, {E;)T

schreiben miissten.
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Offenbar gilt Az(t) = b und nach unserer Rechnung in Gleichung (9.11)) gilt
demnach
cla(t) ="+ znan(t) = ¢ &+ 2t (9.12)

Gilt z; > 0, so ist die Zielfunktion auf der Menge der zuldssigen Losungen
nach unten unbeschrénkt, da wir x;(t) =t < 0 beliebig klein wihlen kénnen.
Analog ist die Zielfunktion auch nach unten unbeschrinkt, falls z; < 0 fiir ein
j € N, da hier z(t) = t > 0 beliebig grof gewéhlt werden kann. Damit ergibt
sich im allgemeinen Fall die gleiche Situation wie in unserem einfithrenden
Beispiel-Problem: Das Optimierungsproblem

min {c¢'z: Az = b}

ist entweder unbeschrankt oder die Zielfunktion ist auf der Menge {x €
R™: Az = b} der zuldssigen Losungen konstant. Beide Félle sind nicht
sonderlich spannend.

9.2 Das Simplex-Verfahren fiir lineare Optimie-
rungsprobleme in Standardform

Im einfithrenden Beispiel haben wir als néchstes die (fiir die konkrete An-
wendung iiberaus sinnvollen) Vorzeichenrestriktionen x > 0 eingefiihrt. Im
allgemeinen Fall fiithrt dies auf das Optimierungsproblem

T

min c¢'x
X
s.t. Ar =0, (9.13)
xz > 0.

Definition 9.3 (Lineare Optimierungsprobleme in Standardform). Ein li-
neares Optimierungsproblem der Form ({9.13) nennen wir ein lineares Opti-
mierungsproblem in Standardform.

Fiir die Basislosungen ergibt sich eine neue Situation, da nun nicht mehr jede
solche Losung automatisch zuléssig ist. Beispielsweise liefert die Basis B =
(1,3) aufgrund von

. I . —1; 2 2 3 o —5
=)= 6)-(:
die Basislosung (—1/2,0,2) ", die negative Eintrige besitzt.

Definition 9.4 ((Primal) zuldssige Basis). Eine Basis B heift (primal)
zulissige Basis und die zugehorige Basislosung (xzp,zy) " heilt zulissige
Basisldsung, falls xg > 0 gilt.
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Wie wir bereits im Beispiel weiter vorne gesehen haben, ist die Basis B = (1, 2)
zuldssig, da die zugehorige Basislosung Z = (1,1,0) " nicht-negativ ist. Wir
gehen zunédchst davon aus, dass wir eine (primal) zuléssige Basis B gegeben
haben. Wie wir eine solche erhalten, ist Thema eines spéteren Abschnitts.
Sei x die zugehorige zulassige Basislosung. Wie im Beispiel bleiben unsere
Uberlegungen, die uns zu Gleichung fithrten nach wie vor giiltig — nur
die Fallunterscheidung bzgl. zy muss neu iiberdacht werden. Falls zy = 0, so
ist die Zielfunktion wieder konstant auf der Menge aller zuldssigen Losungen
und die Basislosung Z ist insbesondere optimal. Ist zy > 0, so gilt wegen
xy > 0 fiir jede zuldssige Losung « = (zp,2x) ' des Problems (9.13):

clz=c'4 20y >c' T (9.14)

Dabher folgt aus zy > 0 wieder die Optimalitdt der Basislosung Z. Ist anderer-
seits z; < 0 fiir ein mindestens j € IV, so bringt nach Gleichung jede
Erhéhung des Wertes von z; eine Verbesserung der Zielfunktion. Wir wollen
x; nun maximal erhéhen, so dass der resultierende Vektor noch zulassig ist.
Dabei lassen wir die anderen Nicht-Basiseintrige in N \ {j} auf 0 fixiert.

Wegen Gleichung gilt
vp = Ag'b — AgtAyzy
= Az'b— Az Ajz; — A An (ha ) (9.15)
=Ip— Aglijj.
Der Einfluss von x; auf die Basisvariablen zp wird daher durch den Vektor

w=Ag'A; e R™ (9.16)

gesteuert. Gilt w < 0, so kénnen wir z; beliebig erhéhen, ohne die Zulassigkeit
zu verlieren. Da zusétzlich z; < 0 gilt, wird dadurch auch die Zielfunktion be-
liebig verringert (vgl. Gleichung ), d. h. das Optimierungsproblem
ist nach unten unbeschrankt. Nehmen wir deshalb w £ 0 an und betrachten
Indizes i € {1,...,m} mit B; € B und w; > 0. Damit = zuléssig bleibt, muss
zp > 0 bleiben, d.h. wir konnen z; maximal soweit erhohen, bis eine der
Variablen aus xp Null erreicht. Das heifst, es muss

rgp=Ip—z;w >0
gelten. Fiir alle i € {1,...,m} mit B; € B und w; > 0 muss also

rp,
Wy

rjw; < T, <= x; <

gelten. Die maximale Erhohung ~ ldsst sich in folgender Form schreiben:

1

7:min{a;fi:wi>0undi€{1,...,m}}. (9.17)
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Wir betrachten nun den entsprechenden Vektor zT mit i‘;r =~ und :Z’E =
T — vyw, den wir erhalten haben. Es gilt nach Konstruktion

A

v

b,
0, (9.18)

7+
z+
it =c'z+ vz < cTa_c,

CT

wobei in der letzten Ungleichung sogar strikte Ungleichung gilt, falls v > 0
gewahlt werden konnte, da z; <0 istE|

Ist nun " eine optimale Losung unseres Optimierungsproblems ? Um
dies festzustellen bzw. um eine bessere Losung zu finden, wiirden wir gerne mit
7T genauso verfahren, wir wir dies bei Z getan haben; vgl. Gleichung .
Allerdings ist nicht klar, wie dies geschehen soll. Was die Vorgehensweise bei
Z so einfach machte, war, dass = eine Basislosung (zur Basis B) war und wir
dadurch die Basisvariablen in Abhéngigkeit von den Nicht-Basisvariablen
ausdriicken konnten; siehe Gleichung . Dies ermoglichte uns das Um-
schreiben der Zielfunktion in Gleichung und schlieflich das Finden
von Z1. Im einfithrenden Beispiel hatten wir einfach die Rollen der beiden
Variablen 7 und x3 beim Ubergang von # = (1,1,0)" zu z* = (0,1/3,4/3)T
vertauscht, da 1 in der neuen Losung z+ den Wert 0 erhielt. Das folgende
Lemma zeigt, dass diese Vorgehensweise auch im allgemeinen Fall gilt: Wenn
wir die neue Variable z; in die Basis aufnehmen und eine beliebige Variable z;
aus der Basis entfernen, die in T den Wert 0 hat, so haben wir eine neue
Basis Bt und 7 ist die zugehorige Basislosung.

Lemma 9.5. Sei Rang A = m und i € {1,...,m} beliebig mit B; € B,
w; > 0 sowie Tz = 0. Sei ferner B = B\ {B;} U {j}. Dann ist BT eine
zulidssige Basis von A und der Vektor T die zugehorige Basislosung.

Beweis. Sei NT := N\ {j}U{B;}. Wir miissen folgende Eigenschaften zeigen:
(i) Ap+ ist nicht-singulér,
(i) Z5, > 0und 75, =0,
(iii) 25, = AZLb.
Wir zeigen zunédchst (i). Angenommen, Ap+ wire singuldar. Da Ap nicht-
singuldr war und BT \ {j} = B\ {B;} gilt, sind die Spalten aus Ag+\(;
linear unabhangig. Daher folgt, dass A; eine Linearkombination der Spalten
aus Ap+\ ;) sein muss und es wegen der linearen Unabhéngigkeit der Spalten

aus Ap+\ ;) einen eindeutigen Vektor A gibt mit Ap+ (jjA = A;. Setzen
wir A; := 0 und A\g := A\ fiir kK € {1,...,m} \ {7} sonst, so haben wir dann

ZWir werden spéter noch sehen, dass dem Fall 4 = 0 eine besondere Bedeutung innerhalb
des Simplex-Verfahrens zukommt.
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ApX = Aj, also A = AgiAj = w, wobei w wie in Gleichung (9.16]) definiert
ist. Dann ist aber w; = A\; = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung w; > 0.

Als néchstes zeigen wir (ii). Die Aussage ij\r, + = 0 ist offensichtlich nach
Konstruktion richtig, da nach Voraussetzung :Ezgi = 0 gilt und alle Nicht-
Basisvariablen in N \ {j} den Wert 0 behalten.

Wegen i;r =~ und v > 0 folgt f;“ > 0. Wir miissen also nur noch zeigen,
dass z5 > 0 fiir alle k € {1,...,m} mit By € BY\ {j} = B\ {B;}. Fiir
diese By gilt nach (9.15)) und (9.16])

,+ =
Ip =1Ip, — "YWk

Ist wr <0, dann gilt i’gk >0, da g, > 0. Falls wy > 0 so haben wir nach
der Wahl von « in (9.17) die Ungleichung v < Zp, /wy und damit

rp
_+ I —

wy, = 0. (9.19)

Eigenschaft (iii) ergibt sich wie folgt: Nach Konstruktion von z* in (9.15))
gilt AzT = b. Da nach (ii) ), = 0 und nach (i) Ap+ regulér ist, folgt
ZTTEJr :Agib ausb:AB+."Z‘JB§++AN+:Z‘E+ :AB+EE+' O

Lemma [9.5| ermdglicht nun eine Fortsetzung des Verfahrens mit B* und z*
anstelle von B und Z. Das resultierende Verfahren ist in Algorithmus
formal dargestellt:

Beispiel 32. Als Beispiel betrachten wir folgendes lineare Optimierungspro-
blem:

min  — 3x1 — 229 — 2x3
st. x4+ 23 <8,

r1+ w2 <7,

T + 229 < 12,

x1, 72,23 > 0.

Die Menge der zuldssigen Losungen ist in Abbildung dargestellt. Wir
bringen das LP in Standardform, indem wir sogenannte Schlupfvariablen x4,
x5 und zg einfihren:

min — 3z1 — 229 — 223

st. x1+x34+24=28,
r1+x+2a5=7,
r1 + 2z + 6 = 12,

T1,T2,3,T4,T5,T6 > 0.
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Algorithmus 20 Das Simplex-Verfahren fiir LPs in Standardform

Eingabe: A, b, c und eine primal zuldssige Basis B = (B, ..., Bn).
Ausgabe: Eine Optimallésung z oder die Meldung, dass das LP unbe-
schrankt ist.
BTRAN (Backward Transformation): Lose §' Ap = cj.
Pricing: Berechne zy = ¢y — A}g.
if zy > 0 then
return optimale Basis B und Optimallésung = = (Zg,Zn) .
Wihle ein j € N mit z; < 0.
FTRAN (Forward Transformation): Lose Apw = A;.
if w <0 then
return “Das LP ist unbeschrankt.”
Ratio-Test (Quotiententest): Berechne

Wi

10: Update: Setze
rp=7p—yw, N=N\{jiU{Bi}, Bi=j, T;=7v

und gehe zu Schritt 1.

(0,0,8)
(0,6.,8)
9 —
8 — : (2,5,6)
7 —
6 —
5 —
& 4 0,0,0) ‘
3] ' : 0,6,0
2 —
(7,011) (25.0) 0
1 —
(7.0,0) 2
0 —
4
-1
-1 0 ] 6
2 3
4 5 6 8 X

Abbildung 9.1: Graphische Darstellung zu Beispiel
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Eine primal zuléssige Basis ist B = (4,5, 6) und die zugehorige Basislosung
ist gegeben durch

-1

T4 100 8 8
ip= (25| =Az'b=10 1 0 7l=(7],
T 00 1 12 12
T 0
zyn=|22| =10],
T3 0

d. h., alle Schlupfvariablen sind in der Basis und der Zielfunktionswert ist

T /s

71 =0.
12

'z = cgfg =

o O O

Die einzelnen Teilschritte des Algorithmus [20] sehen dann wie folgt aus:
1. BTRAN: Wir l6sen ' Ap = c]_T;, d. h.

100
710 1 0| =(0,0,00 = 7' =(0,0,0).
001

2. Pricing: Wir berechnen zy = c¢y — A;gj:

-3 1 11 0 -3
zan=|-2]—-10 1 2 0] =1(-2
-2 1 0 0 0 -2
Fir j =1 gilt z; = =3 <0.
3. FTRAN: Wir 16sen Apw = A;:
1 00 1 1
01 Olw=|[1] = w=1]|1
0 0 1 1 1

4. Ratio-Test: Wir berechnen

fy:min{ka:wk>0undk€{1,...,m}}

Wk
. [8 7 12 Ts T
=ming -, —,—,=7=— =
1'1° 1 w9 w;

mit ¢ = 2 und By = 5.

121



Iteration Basis Zielfunktionswert Eintretende Verlassende
Variable Variable

1 B= (4, 5, 6) 0 Tl I5
2 B= (4, 1, 6) -21 T3 T4
3 B=(3,1,6) -23 T T6
4 B=(3,1,2) -28

Tabelle 9.3: Verlauf des Simplex-Algorithmus bei dem LP aus Beispiel

5. Update: Wir setzen

T4 8 1 1
rp=|Z5| —yw=|T7|-71]=10],
Zg 12 1 5
N =N\{j}U{Bi} ={1,2,3} \ {1} U {5} = {2,3,5},
By = 1,
r1=7v="T.
Wir erhalten die neue Basislosung Z zur Basis B = (4,1, 6) mit
T4 1 To 0
rp=|z1|=|7], Zn=|7Z3 0
Tg 5 T 0
Der Zielfunktionswert verringert sich um vz; = 7 (—=3) = —21, so dass

nun ¢' z = —21 gilt.

Die Fortsetzung des Simplex-Algorithmus liefert die Ergebnisse aus Tabelle[9.3]
Nach der dritten Iteration gilt B = (3,1,2) und N = {4, 5,6}. Die aktuelle
Basislosung ist

T3 6 0
zp=|z1|=12], zny=1|0
T2 5 0

In der vierten Iteration lauten die einzelnen Teilschritte dann wie folgt:

1. BTRAN: Wir lésen 4" Ag = cg:

110
g' 10 1 1| =(-2,-3,-2) = 5=|[ 0
01 2

2. Pricing: Wir berechnen zy = ¢y — AE@:

0 10 0] /=2 2
av=|(0]=fo 1 0ll0o]=]o0
0 00 1] \-1 1
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Es gilt nun zy > 0 und der Algorithmus terminiert daher mit der
Optimallésung z* = (2,5,6,0,0,0)". A

Satz 9.6. Terminiert Algorithmus so liefert er das korrekte Ergebnis.

Beweis. Der Algorithmus terminiert entweder in Schritt 4 mit einer Lésung
oder in Schritt 8 mit der Meldung, dass das Problem unbeschrénkt ist. Stoppt
das Verfahren in Schritt 4 mit der aktuellen Basislosung z, so gilt zy > 0.
Wie wir bereits mit Gleichung gezeigt haben, gilt fiir jede zulédssige
Lésung = des linearen Problems die Gleichung :

clr=c'z + zI,:cN > ¢ 7.

Somit ist die Basislosung & auch tatsdchlich eine optimale Losung. Falls
das Verfahren in Schritt 8 terminiert, so ist der Vektor w = AE;lAj, der
im FTRAN-Schritt berechnet wird, nicht-positiv: w < 0. Wie wir bei der
Herleitung in Gleichung gezeigt haben, ist in diesem Fall das Optimie-
rungsproblem nach unten unbeschréankt. O

Der Simplex-Algorithmus [20] liefert beim Abbruch also entweder eine Op-
timallosung oder die korrekte Information, dass das Optimierungsproblem
unbeschréankt ist. Aber terminiert der Algorithmus immer? Dies ist eine der
Fragen, mit denen wir uns noch beschéftigen miissen. Insgesamt miissen wir
noch folgende Punkte klaren:

Terminierung: Bricht der Simplex-Algorithmus immer ab oder kann es
vorkommen, dass unendlich viele Iterationen durchgefithrt werden?

Initialisierung: Wie finden wir eine erste zuléssige Basis? In unserer bisheri-
gen Grundversion des Simplex-Algorithmus sind wir davon ausgegangen,
dass zu Beginn bereits eine primal zuldssige Basis vorliegt. Im Allge-
meinen kann man aber eine zuldssige Basis nicht einfach ablesen bzw.
es ist nicht klar, ob eine solche Basis iiberhaupt existiert.

9.3 Die Standardform ist keine Einschrankung

Bisher haben wir uns mit linearen Optimierungsproblemen in der Standard-
form

min c¢'«x

X

s.t. Ar =0,
x>0
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beschaftigt. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass man jedes “allgemeine linea-
re Optimierungsproblem” auf diese Standardform bringen kann. Im Prinzip
geniigt es daher, sich mit Losungsmethoden fiir lineare Optimierungsprobleme
in Standardform zu beschéftigen. Es sollte aber erwéhnt werden, dass man in
der Praxis durchaus die Struktur von bestimmten linearen Optimierungspro-
blemen ausnutzt, um spezielle Formen der Simplex-Methode zu erhalten, die
moglichst effizient arbeiten.

9.3.1 Minimieren vs. Maximieren

Da fiir jede Menge S die Beziehung
: T _ T,..
min{c z: v €S} = —max{—c z: z € S}

gilt, sind Minimierungs- und Maximierungsprobleme dquivalent. Wir kénnen
uns also ohne Einschréankung auf lineare Optimierungsprobleme beschrénken,
bei denen die Zielfunktion minimiert wird.

9.3.2 Lineare Optimierungsprobleme in allgemeiner Form

Wir betrachten ein lineares Optimierungsproblem in allgemeiner Form, das
heifst mit linearen Ungleichungen und Gleichungen sowie vorzeichenbeschréink-
ten und freien Variablen, bei dem die Zielfunktion minimiert wird:

min ¢'z+ dTy

T,y
s.t. Az + By =1,
Cx+ Dy < f, (9.20)
Ex+ Fy > e,
xz > 0.

Die Variablen x, bei denen wir Nicht-Negativitdt « > 0 fordern, nennt man
vorzeichenbeschrankte Variablen, die y-Variablen heiflen freie Variablen.

Schlupf- und Uberschussvariablen
Zunéachst beschéftigen wir uns mit den Ungleichungen Cz + Dy < f und

FEx+ Fy > e und zeigen, wie wir sie durch Einfiihren von neuen Variablen in
Gleichungsrestriktionen iiberfithren kénnen. Fiir eine Ungleichung der Form

Ci.x+ Dy < f;
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konnen wir eine neue vorzeichenbeschrinkte Variable s; > 0 einfiihren, und
die Ungleichung somit dquivalent als

Ci.x+D;.y+si=fi, s >0

schreiben. Die Variable s; nennt man Schlupfvariabld’] Sie misst den “freien
Platz” (oder “Schlupf”) bis zur oberen Schranke f;. Fassen wir die s;-Variablen
in einem Vektor s > 0 zusammen, so erhalten wir die Gleichungsrestriktionen

Cx+Dy+s=f.
Analog kénnen wir fiir jede Ungleichung
EL.a: + Fi,.y >e;

eine Schlupfvariable u; > 0 einfiihren, so dass wir die Ungleichungen Fx +
Fy > e dquivalent als
Ex+Fy—u=e

formulieren konnen. Manchmal nennt man die u;-Variablen auch Uberschuss-
variablen, da u; den Uberschuss bis zur unteren Schranke in der i-ten Restrik-
tion misst. Mithilfe der Schlupfvariablen erhalten wir folgende dquivalente
Form des Optimierungsproblems :

min ¢'z+d'y

T,y,u,s
st. Ax+ By=2b,
Cx+Dy+s=d, (9.21)
Ex+Fy—u=e,
z,u,s > 0.

Das Problem ({9.21)) ist fast in Standardform. Der einzige Unterschied besteht
darin, dass die Variablen y freie und keine vorzeichenbeschrinkte Variablen
sind. Es hat also die Form
min ¢
x

st. Az =b (9.22)

wobei I C {1,...,n} eine echte Teilmenge der Variablen indiziert.

3Engl.: slack variable.
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Freie Variablen (1. Moglichkeit)

Eine einfache Moglichkeit, eine freie Variable #; zu eliminieren, ist sie durch
zwel vorzeichenbeschrankte Variablen ﬁc;r >0 und 56]_ > 0 zu ersetzen. Wir
setzen hierfiir

A _ A—’— A —

Ty =27 — 2. (9.23)

Wenn wir iiberall im linearen Optimierungsproblem (9.22)) jedes Z; mit
je{l,...,n}\ I durch i:j — & ersetzen, bleibt die lineare Struktur in allen
Nebenbedingungen sowie in der Zielfunktion erhalten.

Freie Variablen (2. Moglichkeit)

Bei der oben genannten einfachen Methode zur Elimination von freien Va-
riablen erhoht sich die Anzahl der Variablen — ein Umstand, den man gerne
vermeiden mochte, um das Problem “so klein wie moglich” zu halten. Aufser-
dem fiihrt die Transformation (9.23]) zu einer gewissen Art von Redundanz:

Wenn man sowohl zu :%;r als auch zu i'j_ eine Konstante addiert, dndert sich

die Differenz i";r

Differenz von zwei nicht-negativen Werten ist nicht eindeutig. Dies stort zwar
in der Simplex-Methode nicht, ist aber aus theoretischer Sicht etwas “unschon”.
Eine zweite elegantere Moglichkeit zur Elimination einer freien Variable & ;

-z nicht. Mit anderen Worten: Die Darstellung von Z; als

besteht darin, die Nebenbedingungen Az = b zu benutzen. Wir betrachten
dazu die j-te Spalte Aj der Matrix A. Falls Aj = 0 ist, also die Variable &;
in keiner Nebenbedingung vorkommt, so unterscheiden wir zwei Félle: ¢; = 0
und ¢; # 0. Ist ¢; = 0, so sind nicht nur die Nebenbedingungen von ;
unabhingig, sondern auch die Zielfunktion. Wir konnen daher die Variable &
aus dem linearen Optimierungsproblem entfernen und erhalten ein
kleineres dquivalentes lineares Optimierungsproblem. Ist hingegen ¢ # 0 und
besitzt das Problem eine zuldssige Losung Z, so ist wegen A; = 0 fiir
jeden Wert t € R der Vektor x(t), definiert durch

Tk, falls k # j,
ap(t) =4 _ o
Tp+t, fallsk=j

eine zuliissige Losung. Es gilt dann ¢ z(t) = ¢'z + t¢;. Da ¢; # 0 kénnen
wir die Zielfunktion durch geeignete Wahl von t 6 R beliebig klein machen.
Wir konnen also schlieften, dass das Problem ) keine Optimallosung hat,
da es entweder unzuléssig oder unbeschrankt 1st ES verbleibt noch der Fall,
dass A #£ 0. Dann gibt es aber mindestens eine Gleichung von Az = b, in
der Z; mit einem Koeffizienten ungleich 0 vorkommt, beispielsweise

Ak,..% = Bk <~ ak,1581 + ak’QSAUQ —+ 4 ak’jf]’ + -+ a;mfvn = i)k, (9.24)
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wobei ay, j # 0 gilt. Wir kénnen nun ((9.24) nach Z; auflésen und erhalten

. [ .
Tj=—|bx — Zak,ll‘l . (9.25)
g %

Somit lasst sich Z; in jeder Gleichung von Az = b durch die rechte Seite
von ersetzen. Wir erhalten schlieflich ein reduziertes dquivalentes li-
neares Problem ohne die freie Variable Z;, das sogar eine Variable weniger
besitzt als das urspriingliche Problem (9.22)). Des Weiteren kann jede Op-
timallésung des neuen Problems mittels (9.25]) zu einer Optimallésung des
Originalproblems erweitert werden. Es sei letztlich noch erwéhnt, dass
deratigen Variablensubstitutionen in der Praxis mit Sorgfalt durchgefiihrt
werden miissen um keine numerischen Probleme zu bekommen.
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Kapitel 10

Geometrische Aspekte der
linearen Optimierung

Bei dem linearen Optimierungsproblem in Beispiel [32] gab es eine Optimal-
l6sung, die in einer “Ecke” des zuldssigen Bereichs lag. In diesem Kapitel
werden wir den Begriff der “Ecke” formalisieren und beweisen, dass diese
Beobachtung kein Zufall war.

10.1 Polyeder und Polytope

Wir betrachten das lineare Optimierungsproblem

ming 3r1 + 5xo

st. 2z — xy < -3, (1)
21, — 215 < -5, (2) (10.1)
—x1 — 4dxp < —4, (3)
r1,z2 > 0.

In diesem linearen Optimierungsproblem sind alle Nebenbedingungen Un-
gleichungen. Diese Ungleichungen beschreiben jeweils sogenannte Halbraume,
mit denen wir uns jetzt genauer beschéftigen. Sei dazu K = R oder K = Q.

Definition 10.1 (Hyperebene, Halbraum). Fiir einen Vektor a € K" mit
a # 0 und « € K heiftt die Menge

G:Ga,a:{xEK”:aTazza}
die durch a und « bestimmte Hyperebene. Analog nennen wir die Menge
H=H,o={r€K":a'z <a}

den durch a und o bestimmten Halbraum.
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L So zulédssige Menge

/
/
/
/
= N N o, N
1 1 v 1

~

(3) Zielfunktion

Abbildung 10.1: Hlustration der zuldssigen Menge des linearen Optimierungs-
problems ({10.1))

In unserem Beispiel bildet der Schnitt der fiinf Halbraume

H<_2 = {2z € R*: —2z; — a9 < -3},
-3
)

H<_2> = {I € Rzi — 211 — 2x9 < —5},
,—5

H(—l :{J}GRQ: —x1—4x2§—4},
4
)

0
H(O) :{IERzi —LUQSO},
,0

H(_1> :{$€R2I — 1 SO},
0

—1

die Menge der zuldssigen Losungen fiir das lineare Optimierungspro-
blem . Den Schnitt von endlich vielen Halbrdumen nennen wir einen
Polyeder. Allerdings stellt es sich als niitzlich heraus, auch den ganzen Raum
als Polyeder zu bezeichnen. Wir haben also folgende Definition.

Definition 10.2 (Polyeder, Polytop). Wir nennen eine Menge P C K™ einen
Polyeder, falls entweder P = K" gilt oder P der Durchschnitt endlich vieler
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Halbraume ist. Ein Polyeder P heiftt Polytop, wenn es beschrankt ist, d. h.,
falls es eine Zahl K > 0 gibt, so dass P C {z € K": ||z|2 < K} gilt.

Ist P # K" ein Polyeder, also

m
P = ﬂ{x € K": a] z < o4}, (10.2)
i=1
so kénnen wir die Vektoren af ,...,a,} als Zeilen einer m x n Matrix
aj
A — :
O
auffassen und den Vektor b = (a1, ..., ay,)" € K™ definieren. Damit kénnen
wir das Polyeder P aus (10.2) dquivalent als
P=P(Ab) ={zeK": Az <b} (10.3)

schreiben. Ist P = K", so kénnen wir P ebenfalls in der Form (10.3|) schreiben,
indem wir die 1 x n-Nullmatrix und den Nullvektor 0 € K! benutzen:

K" = {z ¢ K": 0"z < 0}.

Dabher ist jedes Polyeder in der Form ((10.3) darstellbar. Umgekehrt ist natiir-
lich auch jede Menge der Form ([10.3) ein Polyeder, da

PAbD) = (| {zreK': A z<b}
{i: A; .#0}
gilt, wobei A;. die i-te Zeile der Matrix A bezeichnet. Damit erhalten wir
das folgende grundlegende Ergebnis.

Satz 10.3. Eine Menge P C K" ist genau dann ein Polyeder, wenn es eine
m X n Matrix A und einen Vektor b € K™ gibt, so dass

P=P(Ab) ={zeK": Az < b} (10.4)

gilt.

Wir schreiben im Folgenden kurz P(A,b), um das in Gleichung iiber
eine Matrix A und einen Vektor b definierte Polyeder zu bezeichnen. Man
beachte, dass es fiir ein Polyeder P immer mehr als eine Matrix A und einen
Vektor b gibt, so dass P = P(A,b) gilt. So sind fiir jeden Skalar A > 0 die
Polyeder P(A,b) und P(A\A, \b) identischéﬂ Dariiber hinaus sind auch die
Dimensionen von A und b nicht eindeutig,

"Warum?
2Warum?
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10.2 Konvexitit, Extremalmengen und Ecken von
Polyedern

Wir haben bereits in Abschnitt [T[]den Begriff einer konvexen Menge spezifiziert
(sieche Definition . Darauf aufbauend werden wir nun die zuléssigen Mengen
linearer Optimierungsprobleme beschreiben.

Jeder Halbraum H = H, o, = {z € K": a'z < a} ist konvex, da fiir z,y € H
und 0 < A <1 die Ungleichung

a'Mr4+1=Ny)=Xxa'z+(1-Na'y<da+(1-Na=a
gilt.

Lemma 10.4. Der Schnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist eine konvexe
Menge.

Beweis. Seien K; mit ¢ € I konvex und K = ;; K;. Fiir z,y € K gilt also
xz,y € K; fiir alle ¢ € I. Somit ist dann fiir 0 < A <1 wegen der Konvexitat
jeder Menge K; auch z = \x + (1 — \)y € K fiir alle i. Also gilt z € K. O

Korollar 10.5. Jedes Polyeder ist eine konvexe Menge.

Beweis. Folgt aus Lemma [10.4] da jedes Polyeder entweder gleich K™ oder
der Schnitt endlich vieler Halbraume ist, die konvex sind. O

Beispiel 33. Sei A eine m x n Matrix und die Menge K definiert durch

K ={z:es gibt ein z € R" mit x > 0 und Az = z}
={Az: z e R",x >0} CR™.

Dann ist K konvex. Sind namlich 21 = Axq € K und 29 = Axs € K mit
z1,22 > 0und 0 < A <1, so haben wir

Ary+ (1—=Naza >0
und
A(Azy 4+ (1 = N)xg) = Mz + (1 = N)Azg = Az1 + (1 — N) 2o,
also Az1 + (1 — )z € K. A

Definition 10.6 (Extremalmenge, Extremalpunkt). Eine konvexe Teilmen-
ge F einer konvexen Menge K C K" heiltt Extremalmenge von K, falls aus
ze€Emitz=Xr+(1—-Nyund 0 < A <1, A € K, fiir z,y € K, folgt, dass
x,y € E. Ein Extremalpunkt (Ecke) ist eine einelementige Extremalmenge.
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Ein Extremalpunkt z eines Polyeders ist also ein Punkt z € P, so dass
aus z = Az + (1 — A\)y mit z,y € P und 0 < A < 1 folgt, dass =z =
y = z. Ein Extremalpunkt eines Polyeders P lasst sich also nicht als echte
Konvexkombination verschiedener Punkte x,y € P schreiben.

Satz 10.7. Sei P C K" ein Polyeder. Falls das lineare Optimierungsproblem
min {c¢'z: z € P}

Optimallésungen hat, so ist die Menge der Optimallésungen eine Extremal-
menge von P.

Beweis. Falls das lineare Optimierungsproblem eine Optimallésung hat, so
existiert
vy =min{c'z: z € P},

d.h., es gibt ein z* € P mit ¢’ z* = 7. Die Menge der Optimallésungen ist
dann

E={zeP:c'z=7q}=Pn{zeck": —c'z< —}n{zecK": c'z <4}

Wir haben also E als Schnitt von P und von Halbrdumen dargestellt. Somit
ist E/ wieder ein Polyeder und damit konvex. Sei jetzt z € E. Wir nehmen
an, dass es x,y € P gibt, die nicht beide in F liegen, und 0 < A < 1 mit
z = Ax + (1 — A)y. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei x ¢ E, also
c"x > ~. Dann folgt mit ¢'y > v

clz=A"z+ 1 =Necy>M+1-Ny=n,
was im Widerspruch zu z € E steht. Also muss z,y € E gelten. O

10.3 Basislosungen und Optimierung

Wir betrachten das lineare Optimierungsproblem in Standardform

min ¢z
xT
s.t. Ax =0, (10.5)
x> 0.

Wir nehmen dabei zunédchst an, dass die Matrix A € K™*™ vollen Zeilenrang
besitzt, also Rang A = m gilt. Es besteht ein wichtiger Zusammenhang zwi-
schen den im letzten Abschnitt definierten Extremalpunkten eines Polyeders
und Basislosungen aus Definition 0.2]
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Lemma 10.8. Sei P = {x € K": Az = b, © > 0} das Polyeder der zuléssigen
Losungen des linearen Optimierungsproblems ((10.5) und Rang A = m. Dann
ist  genau dann ein Extremalpunkt von P, wenn x eine Basislosung von ([10.5])
ist.

Beweis. Wir starten mit der Hinrichtung. Sei dazu x ein Extremalpunkt
von P und I(z) = {i: z; > 0} die Menge der Indizes i, fiir die z; strikt
positiv ist. Falls die Vektoren {A;: ¢ € I(z)} linear unabhéngig sind, dann
konnen wir wegen Rang A = m noch m — |I(x)| weitere Spaltenindizes I’
finden, so dass B = I(z) U I’ eine Basis von A ist. Da Apzp = b und Ap
nicht-singulér ist, ist « die eindeutige zu B gehdrende Basislosung.

Falls die Vektoren {A;: i € I(z)} linear abhéngig sind, dann finden wir
Skalare A; € K mit ¢ € I(z), die nicht alle 0 sind, so dass } ;) Aidi =0
gilt. Wir definieren jetzt einen Vektor y € R™ durch

N, fallsie I(x),
i 0, sonst.

Dann gilt nach Konstruktion

i=1

i€l(x)

Wir betrachten fiir § € K den Vektor x + dy, fiir den gilt:

46N, falls i I(x),
xi+5yi:{x + alls 1 € I(z) (10.6)

0, sonst.

Dann gilt A(x + dy) = Az + §Ay = Az = b fiir alle § € K. Da z; > 0 fiir
i € I(x) finden wir ¢ # 0, so dass

r4+0y>0 und x—d6y>0

gilt. Also sind x+dy € P und z— 0y € P wegen y # 0 zwei von x verschiedene
Vektoren mit

1 - 1 -
x = i(x +0y) + i(w —0y),

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht, dass z ein Extremalpunkt
von P ist.

Es bleibt noch die Riickrichtung zu zeigen. Sei dazu z = (zp,zy)' Basislo-
sung zur Basis B. Wir nehmen an, dass z = Ay + (1 —A)z mit 0 < A < 1 und
y,z € P gilt. Fiir j € N gilt

0=ux, :)\yj—l—(l—)\)zj.
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Da sowohl y; > 0 als auch z; > 0 ist, folgt yy = 2y = 0. Dann muss aber
wegen
b= Ay = Apyp + Anyn = ABYB

und der Nichtsingularitdt von Ap auch yp = A]_Blb = xp gelten. Somit ist
y = x. Analog folgt z = x, also ist x Extremalpunkt von P. O

Satz 10.9 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung I). Fiir das linea-
re Optimierungsproblem in Standardform ((10.5) mit Rang A = m gelten
folgende Aussagen:

(i) Falls (10.5) eine zuldssige Losung besitzt, dann hat das lineare Opti-
mierungsproblem auch eine zulassige Basislosung.

(ii) Falls (10.5) eine optimale Losung besitzt, dann hat das lineare Opti-
mierungsproblem auch eine optimale Basislosung, d. h., eine optimale
Losung die auch Basislosung ist.

Beweis.

(i) Der Beweis verlduft &hnlich wie der Beweis von Lemma Sei x
eine zuldssige Losung von ((10.5) und I(x) = {i: x; > 0}. Falls nun
die Vektoren {A;: ¢ € I(x)} linear unabhéngig sind, so konnen wir
wie im Beweis von Lemma schliefen, dass x eine Basislosung ist.
Falls die Vektoren {4;: ¢ € I(x)} nicht linear unabhéngig sind, dann
finden wir Skalare \; € K mit ¢ € I(z), die nicht alle 0 sind, so dass
Zie[(a:) AiA.; = 0ist. Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass mindestens
ein Wert \; strikt grofer als 0 istE| Wir betrachten fiir § € K den Vektor
z + 6y aus (10.6). Wieder gilt A(z + dy) = b fiir alle § € K. Sei

5:min{§l:iel(az) undyi>0}. (10.7)
(2

Dann gilt = — §y > 0 und z — 0y hat héchstens |I(x)| — 1 positive Kom-
ponenten. Wir setzen x < = — éy. Wenn wir diesen Prozess fortsetzen,
so gelangen wir nach hochstens n Schritten in die Situation, dass die
Vektoren {A;: i € I(x)} linear unabhéngig sind und erhalten wie oben
eine zuléssige Basislosung.

(ii) Sei nun z eine Optimalldsung von (10.5)). Falls die Vektoren {4;: i €
I(x)} linear unabhéngig sind, so ist z wie oben bereits eine Basislosung
und es ist nichts mehr zu zeigen. Im zweiten Fall ist x + dy fiir alle
hinreichend kleinen || zuléissig fiir (10.5]). Wir haben also

c'(x4oy)=caz+6 Z ciyi =: ¢z + ot. (10.8)
i€l(x)

3Wir kénnen notfalls alle Werte \; mit —1 multiplizieren.
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Es folgt ¢ = 0, da ansonsten entweder ¢' (z + 0y) < ¢'x oder ¢' (z —
8y) < c'z fiir ein hinreichend kleines § > 0 wire. Damit ist dann
aber der Vektor z + dy mit 6 aus Gleichung wegen ¢! (z +
8y) = " ebenfalls eine Optimalldsung von , die weniger positive
Komponenten als x hat. Wir kénnen also wie in (i) verfahren und
gelangen nach héchstens n Schritten zu einer optimalen Losung, die
auch Basislosung ist. O

Aus dem obigen Fundamentalsatz und der Charakterisierung von Extremal-
punkten eines Polyeders in Lemma [10.8] ergibt sich nun unmittelbar:

Korollar 10.10. Falls das lineare Optimierungsproblem in Standard-
form ([10.5)) mit Rang A = m eine Optimalldsung hat, so hat es auch eine
Optimallosung, die Ecke des Polyeders P = {x € K™: Az = b, = > 0} ist.
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Kapitel 11

Dualitat

11.1 Untere Schranken fiir optimale Zielfunktions-
werte eines linearen Problems

Versetzen wir uns noch in die Lage unseres Austauschstudenten aus Kapitel [9
der auf der Studentenparty seinen Alkoholkonsum minimieren méchte. Wie wir
bereits gesehen haben, lief} sich dies durch das lineare Optimierungsproblem

min  12xq + 2z9 + 5x3 (11.1a)
x
s.t. 2x1 + w9 + 223 = 3, (11.1b)
210 + x3 = 2, (11.1¢)
T1,T2,T3 > 0, (11.1d)

modellieren, wobei wir hier im Gegensatz zu Kapitel [9] andere Werte ¢; = 12,
ca = 2 und c3 = 5 fiir die Zielfunktionskoeffizienten nutzen, um uns die
folgenden motivierenden Rechnungen zu vereinfachen. Nehmen wir an, dass
der Student vorerst gar nicht die wirkliche Optimallésung von Problem
bestimmen mochte, sondern zunéchst abschéitzen mdchte, wie viel Alkohol
er mindestens zu sich nehmen wird, wenn er dem Ergebnis des LPs
folgt. Mit anderen Worten, er mochte zunéchst eine untere Schranke fiir den
optimalen Zielfunktionswert z* von Problem bestimmen.

Wenn wir die Gleichung (11.1¢) mit 1/2 multiplizieren und zu Glei-
chung (11.1bf) addieren, so erhalten wir

1 1
1'(2%‘14-:624-21'3)—1—5-(2:624-.%3):1-3—1—5-2:4.

Somit gilt fiir jede zuldssige Losung o = (w1, 29, 23) | von Problem (T1.1]) die
Gleichung

5
2$1+2$2+§ZL’3 =4. (112)
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Wir betrachten nun die Koeffizienten vor den Variablen in der Zielfunkti-
on (I1.1a). Da2<12=1¢,2<2=1c9,5/2<5=c3und z > 0 gilt, folgt
aus Gleichung (|11.2)), dass fiir jede zulédssige Losung

¢y = c1x1 + coxo + c3x3

= 1221 + 222 + bx3
5

> 2x1 4+ 220 + 53}3

=4

gilt. Wir haben damit gezeigt, dass ¢'« > 4 fiir jede zulissige Losung
von Problem ([11.1)) ist. Insbesondere gilt dies natiirlich auch fiir die Opti-
mallésung z* von , so dass unser Austauschstudent durch diese kurze
Rechnung sicher sein kann, dass er mindestens 4 Alkoholeinheiten zu sich
nehmen wird.

Konnen wir eine noch bessere untere Schranke herleiten? Wenn wir Glei-

chung (11.1b)) mit 3 multiplizieren, Gleichung (11.1¢) mit —2 multiplizieren
und die beiden erhaltenen Gleichungen wieder addieren, so erhalten wir

3-(2.%'14—:6‘24—21‘3)—2-(2x2+1’3):3-3—2-2:5.

Also folgt

6x1 —xo +4x3 =25 (11.3)
flir jede zuléssige Losung x von Problem . Wir haben wieder die Si-
tuation, dass die Koeffizienten vor den Variablen in Gleichung kleiner
oder gleich den entsprechenden Koeffizienten in der Zielfunktion von Pro-
blem sind: 6 <12 =1¢, -1 <2 = ¢y und 4 <5 = ¢3. Wie oben kénnen
wir daher schlieffen, dass fiir jede zuldssige Losung = von Problem

e = 1221 + 229 + 523 > 621 — 29 + 423 =5

gilt. Der Student kann durch die zweite Rechnung also sogar beweisen, dass er
mindestens 5 Alkoholeinheiten zu sich nehmen wird. Wir systematisieren nun
diesen ad-hoc-Ansatz zur Berechnung unterer Schranken an den optimalen
Zielfunktionswert eines linearen Optimierungsproblems.

Im Prinzip haben wir Linearkombinationen der Nebenbedingungen des linea-
ren Optimierungsproblems betrachtet: Wir haben die erste Gleichung
mit einem Wert y; € R multipliziert, die zweite Gleichung mit einem
Wert yo € R multipliziert und schliefslich beide addiert. Dies ergibt dann im
allgemeinen Fall die Gleichung

y1(221 + 22 + 223) + y2(222 + 23) = 3y1 + 212.
Nach Umsortieren der linken Seite erhalten wir dann

(2y1 + Oy2)x1 + (y1 + 2y2)x2 + (2y1 + y2)x3 = 3y1 + 2y2. (11.4)
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Damit wir den Zielfunktionswert jeder zuléssigen Losung x von Problem
durch die linke Seite der obigen Gleichung nach unten abschétzen kénnen,
miissen die Koeffizienten auf der linken Seite von Gleichung kleiner
oder gleich den Koeffizienten in der Zielfunktion sein. Das heifst, es muss

2y1 + 0y < cy,
Y1+ 2y2 < ¢, (11.5)
2y1 +y2 < c3

gelten.

Haben wir also Werte y1,y2 € R gefunden, welche die Ungleichungen
erfiillen, so ist nach Gleichung durch 3y; + 2y9 eine untere Schranke fiir
den optimalen Zielfunktionswert z* von Problem gegeben. Bei unserem
ersten Versuch hatten wir y; = 1 und yo = 1/2, was die untere Schranke
3-142-1/2 = 4 ergab. Im zweiten Versuch fanden wir mit y; = 3 und
y2 = —2 die bessere Schranke 3-342-(—2) = 5. Wir konnen nun das Problem,
eine groftmogliche untere Schranke mit unserem Linearkombinationsansatz
zu finden, als Optimierungsproblem formulieren: Wir wollen y1, y2 € R finden,
so dass 3y1 + 2y moglichst grofs ist und die Ungleichungen erfiillt sind:

max 3y + 2y
Yy

s.t. 2y; + Oy < 12,
Y1+ 292 < 27
2y1 +y2 < 5.

Dieses Problem ist wieder ein lineares Optimierungsproblem!

11.2 Das duale Problem

Wir betrachten nun ein allgemeines lineares Optimierungsproblem in Stan-
dardform

min c¢' x
s.t. Ar =0, (11.6)
x>0

mit A € R™*" h € R™ und ¢ € R™. In unserem Ansatz zur Bestimmung
unterer Schranken im letzten Abschnitt haben wir Linearkombinationen der
Gleichungen in gebildet. Wir bezeichnen fiir i = 1,...,m mit y; den
Multiplikator fiir die i-te Gleichung A; .z = b; und setzen y = (y1,...,Ym) ' .
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Dann ergibt die Linearkombination mit den Koeflizienten 1, ..., ym:

> yidixw = yibs
i=1 i=1
— (i yiAL.) r=bly
i=1

— (WAz=>b'y

—= ATy Tz=b"y. (11.7)
Die Gleichung (ATy) "z = by gilt also fiir alle fiir Problem (T1.6) zulissi-
gen x. Damit wir b’y als untere Schranke fiir ¢z verwenden kénnen, muss
der Vektor A"y komponentenweise kleiner oder gleich dem Vektor c sein. Es

muss also
ATy <ec (11.8)

gelten. Haben wir einen Vektor y, der die Ungleichung ((11.8)) erfiillt, so folgt
fiir jede zuléssige Losung x von Gleichung ((11.6) wegen x > 0:

cla>ATye=y Az =y"b=0"y. (11.9)

Die bestmdgliche untere Schranke erhalten wir schlieflich, wenn wir y derart
withlen, dass Ungleichung (11.8)) gilt und by moglichst groR wird, d. h., indem
wir das lineare Optimierungsproblem

max b'y
v (11.10)
st. Ay<c

l6sen. Das lineare Optimierungsproblem (11.10)) wird duales Optimierungs-
problem zum primalen Problem (11.6)) genannt. Unsere Herleitung von Pro-
blem (|11.10)) zeigt das folgende wichtige Ergebnis.

Lemma 11.1 (Schwacher Dualitdtssatz). Ist z eine zuldssige Losung des
primalen Optimierungsproblems (|11.6)) und y eine zuléssige Losung des dualen
Optimierungsproblems ((11.10)), so gilt

by <cla

Beweis. Siehe Gleichung (11.9)). O
Aus dem schwachen Dualitatssatz ergibt sich sofort folgende Konsequenz:

Korollar 11.2. Ist z zuléssig fiir das primale Optimierungsproblem ;_11.6),
y zuliissig fiir das duale Optimierungsproblem (I1.10) und gilt ¢'z =b'y, so
sind x und y optimal fiir die entsprechenden Probleme.
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11.3 Das Farkas-Lemma

Bevor wir das Farkas-Lemma zeigen, beweisen wir zunéchst den folgenden
Alternativsatz.

Satz 11.3. Es sei A € R™*" und b € R™. Dann hat genau eines der beiden
Systeme

Az =1b (11.11)
und
ATy =0,
. (11.12)
b'y#0

eine Losung.

Beweis. Man sieht leicht ein, dass nicht beide Systeme eine Lésung haben
konnen. Ist namlich Az = b und ATy = 0, so folgt namlich der Widerspruch

bly=(Az)"y=z"(ATy)=2"0=0.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass der Nullraum N(AT) = {y €
R™: ATy =0} von AT und der Bildraum R(A) = {Ax: x € R"} orthogonale
Komplemente sind. Daher konnen wir b eindeutig zerlegen in b = by + by mit
by € N(AT) und by € R(A). Wir nehmen nun an, dass das System (T1.11)
nicht 16sbar ist. Das heifst, es gilt b ¢ R(A) und fiir obige Zerlegung gilt b; # 0
mit ATh; =0,dab; € N(A"). Aukerdem gilt b] b = b by +b{ by = ||b1]|3 > 0.
Also haben wir mit b; eine Losung des Systems gefunden. O

Das Ziel ist es jetzt, vergleichbare Resultate fiir Systeme von linearen Unglei-
chungen zu beweisen.

Lemma 11.4 (Farkas-Lemma). Es sei A € R™*” und b € R™. Dann hat
genau eines der beiden Systeme

Az = b,
(11.13)
>0
und
ATy >0,
T (11.14)
b'y<O0

eine Losung.
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Beweis. Offensichtlich konnen nicht beide Systeme ((11.13) und (11.14)) eine
Losung haben, denn andernfalls wére

0>b'y=(Az)'y=2"(ATy) >0.

Es bleibt also zu zeigen, dass immer mindestens eines der beiden Systeme
eine Losung besitzt. Wir nehmen an, das System ist nicht losbar,
d. h., es gibt kein « mit Ax = b und & > 0. Wir bemerken zunéchst, dass
wir 0. B.d. A. annehmen koénnen, dass in der Matrix A keine Spalte mehr als
einmal vorkommt. Wir nennen nun eine Spalte A. ; komplementdr, wenn auch
—A. j eine Spalte von A ist und beweisen die Behauptung durch Induktion
nach der Anzahl k& der nicht-komplementéren Spalten.

Ist £ = 0, so konnen wir die jeweils komplementéren Spalten zusammenfassen
und erhalten ein dquivalentes System A% = b, in dem # keine Vorzeichenre-
striktionen hNach Annahme ist dieses System unlésbar und damit gibt
es nach Satz ein y mit ATy =0 und by = o # 0. Fiihrt man nun AT
wieder die komplementéren Zeilen ein, so erhalten wir eine Losung des Sys-
tems ATy =0und b'y = a # 0. Wenn « < 0 ist, so haben wir eine Losung
des Systems gefunden. Ist o > 0, so 16st —y das System (|11.14]).

Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir alle Systeme mit héchstens k£ > 0
nicht-komplementéren Spalten bereits bewiesen und A eine Matrix mit k + 1
nicht-komplementéren Spalten ist. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei
die letzte Spalte A. ,, nicht-komplementér. Wir setzen J = {1,...,n—1}. Nach
Konstruktion hat dann die Matrix A. ; genau £ nicht-komplementére Spalten.
Dann ist das System A. jx = b, x > 0 nicht 16sbar, da sich jede Losung
dieses Systems mit z, = 0 zu einer Losung des Systems ergianzen
lasst. Daher existiert nach Induktionsvoraussetzung ein y mit A,ij >0 (also
Aij > 0 fiir alle j € J) und b'y < 0. Wenn auch ATny > 0 gilt, dann erfiillt
y die Bedingungen ATy > 0 und by < 0, ist also die geforderte Losung fiir
das System , und wir sind fertig. Andernfalls ist y eine Losung von

(Ag,oo Ay, —AR) Ty >0

11.15
by <O0. ( )

Wir betrachten nun die Matrix

A=[Aq, .. Ap1, Ay, —ALl

)

Nach Konstruktion hat A hochstens k nicht-komplementéire Spalten. Nach
Induktionsvoraussetzung tritt genau einer der beiden folgenden Félle ein:

1. Es gibt ein z € R**! mit AZ = b und z > 0.

"Warum?
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2. Es gibt ein § € R™, so dass AT >0 und b' 5 < 0 gilt.

Im zweiten Fall gilt ATjg >0firj=1,...,n— 1 sowie A_Tngj > 0 und
—Afng > 0, also Afng = 0. Daher ist § eine Losung des Systems ((11.14)) und
wir sind fertig.

Es verbleibt also nur noch der erste Fall. Wir definieren den Vektor x € R™
durch

Zi, firi=1,...,n—1,
T; =
Ty — Tpg1, fliri=n.

Dann gilt Ax = b. Es kann nicht x > 0 gelten, da wir sonst eine Losung
des Systems ([11.13]) gefunden hétten (im Widerspruch zu unserer Annahme).

Wegen £ > 0 muss z, < 0, also —z,, > 0 gelten. Fiir die Losung y aus

Gleichung (|11.15)) folgt dann

0>b'y=y"b

= yTAm = yT[A.’l, e Ao, Az, ,xn)T

= yT[A'717 cey A~,n—17 _A~,n](xl7 cey Ip—1, _‘rn)T
= (mla cey Tp—1, _xn)[A-,la s 7A-,n71a _A-,n]—ryv

—_—
>0 >0
>0,
also ein Widerspruch. ]

Definition 11.5 (Kegel, Konvexer Kegel). Eine Teilmenge C' eines K-
Vektorraums heifst Kegel, wenn mit « € C' auch axz € C fir a > 0. Gilt fiir
beliebige x,y € C' auch x +y € C, dann ist C' ein konvezer Kegel.

Das Farkas-Lemma hat auch eine geometrische Interpretation:

Entweder liegt b im konvexen Kegel
n
{ZA.jxj eR™:2; >0Vje{l,...,n}},
j=1

der von den Spalten A. 1,..., A. , der Matrix A aufgespannt wird,
oder es gibt eine Hyperebene, die b von eben diesem Kegel trennt.

Beispiel 34. Wir betrachten die Matrix

A—E ﬂ

1. Fiir by = (3,3)" ist Z = (1,1) " eine Losung von Az = by, das heift, by
liegt im Kegel, der von A.; = (1, 2)" und Ao = (2, 1)T aufgespannt
wird, vgl. Abbildung [T1.1]
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b = (3)
1 A
1 .’
) | A 1= (2) ,"
O"'
I' 2
] ," A'72 = (1)
'l
'l
T ; T 3 $1
by = (0)

Abbildung 11.1: Geometrische Interpretation des Farkas-Lemmas

2. Fiir by = (3,0)" hat das System Az = b keine Losung, fiir die 2 > 0 gilt.
Wir betrachten den Vektor y = (—1,2)". Dann hat y mit A.; = (1,2) "
und A.5 = (2,1)T ein nicht-negatives Skalarprodukt (d. h., einen spitzen
oder rechten Winkel) und mit b2 ein negatives Skalarprodukt (d.h.,
einen stumpfen Winkel); vgl. wieder Abbildung . A

Korollar 11.6 (Variante des Farkas-Lemmas). Essei A € R"*" und b € R™.
Dann hat genau eines der beiden Systeme

Ax <b

und

y >0, (11.16)

eine Losung.

Beweis. Wir fithren im System Ax < b eine Schlupfvariable s > 0 ein und
ersetzen z durch 2™ — 27, wobei 27,2~ > 0. Dann ist Az < b genau dann
losbar, wenn Ax™ — Az~ +s=b, 27,27, s > 0 16sbar ist. Wir definieren
A’ := [A, —A, I]. Nach obigen Uberlegungen hat Az < b genau dann eine
Losung, wenn

eine Losung besitzt. Dies ist nach der ersten Variante des Farkas-Lemmas [T1.4]
genau dann der Fall, wenn (A’) Ty > 0, b7y < 0 unlésbar ist. Dies ist aber
mit A’ = [A, —A, I] wiederum #quivalent zu ATy >0, —ATy >0,y > 0,
bTy < 0, also zum System (11.16)). O

143



11.4 Der Dualititssatz der linearen Optimierung

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel beisammen, um den starken Dualitétssatz
der linearen Optimierung zu beweisen.

Satz 11.7 (Starker Dualitétssatz). Fir das Paar

min ¢’z
x
s.t. Ax =0, (P)

x>0
und

max b'y
Y (D)
st. Aly<e

von linearen Optimierungsproblemen sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (P) und (D) haben beide zuléssige Losungen.

(ii) (P) und (D) haben beide optimale Lésungen z* bzw. y* und es gilt
Tk T, %
cxz¥=0b"y"

(iii) (P) oder (D) hat eine endliche Optimalldsung.

Beweis. “(i) = (ii)”: Nach Korollargenﬁgt es zu zeigen, dass es zuléssige
Losungen z* von und y* von (D)) gibt mit ¢'z* = b"y*. Da nach dem
schwachen Dualitatssatz (Lemma Kapitel sowieso ¢ x* > bl y*
gilt, reicht es aus zu zeigen, dass fiir geeignete zuléssige Lésungen z* und
y* die Ungleichung ¢'z* < bTy* gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
folgendes System losbar ist:

Az = b, (11.17a)

ATy <e, (11.17b)
clz—bly<0, (11.17¢)
x> 0. (11.17d)

Ersetzen wir y durch y* — ¢~ mit y™,y~ > 0, fithren wir in (11.17b]) den
Vektor von Schlupfvariablen s > 0 und in (11.17¢|) die Schlupfvariable o > 0
ein, so erhalten wir das zu (11.17)) dquivalente System

Ax = b,

ATyt — ATy +s5=¢,
clz—bTyt+bTy +a=0,
z,yt, Y7, 5,0 >0,
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was wiederum &quivalent ist zu

T

A 0 0 0 0] |y" b

0 AT —AT T 0 y | =1c]|,

T BT 01 s 0 (11.18)
«

z,y Yy, s, a>0.

Wir nehmen jetzt an, dass System ((11.18]) keine Losung besitzt. Nach dem
Farkas-Lemma [11.4] ist dann das System

A 0 0 0 0] /[u
0 AT —AT T 0 v] >0,
c =" b 0 1 ~
b\ | [u
c v] <0
0 v
l6sbar, was wiederum &quivalent ist zu
(AT
A'u+ey>0
T= ATu+ey>0)
Av—by >0
Av—by=0
—Av+by >0
= v=>0 (11.19)
v>0 >0
Y2
70 blu+clv<0
u+c'v
kau+ch<0

Sei u, v, v eine Losung von System (|11.19)). Ist v = 0, so bilden u und v eine
Losung von

ATu>0
Av >0 AT 0 T
—Avz0Y e |04 (“)20, <b> <“)<0,
0 —-A| \v c v
bTu+ch<0,

und nach dem Farkas-Lemma wire dann das System

Axr = b,
Alyt — ATy +s=¢,
zy Ty ,s>0
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unlésbar, was der Voraussetzung widerspricht, dass sowohl (]ED als auch @
zuléssige Losungen haben. Es muss also v > 0 gelten. Wir kénnen dann
in System (11.19)) jede Zeile durch v > 0 teilen und sehen, dass uy, vy, 1

ebenfalls eine Losung von System ((11.19)) bildet. Daher kénnen wir ohne
Einschrankung v = 1 annehmen, so dass u und v folgendes System l6sen:

ATy > —¢, (11.20a)

Av =b, (11.20b)

v >0, (11.20c)
blu+c'v<o. (11.20d)

Dann folgt aber

0>blu+clo (mit Ungleichung ((11.20d)))

=u'Av+clv (mit Gleichung ((11.20b))
>u'Av—u'Av =0,  (mit Ungleichungen (T1.20a), (T1.20d))

also ein Widerspruch. Folglich ist System ((11.19) unlésbar und damit Sys-
tem (|11.18)), wie gewiinscht, l6sbar.
“(ii) = (iii)™ trivial.
“(iil) = (i)™ Es habe zunéchst (D) eine endliche Optimallésung y*. Wire
(]ED unzuléssig, so gidbe es nach dem Farkas-Lemma ein y mit ATy >0
und b'y < 0. Fiir v = —y gilt dann ATu < 0 und b'w > 0. Dann ist aber
fiir beliebiges A > 0 der Vektor y* + Au wegen

T, * T, % T

= <
A Y+ ) =Ay"+ Ay <c
<c <0

zuléssig fiir @ und es gilt
b (y* + M) =0Ty + A u > by,

im Widerspruch zur Optimalitdt von ¢*. Also muss (]ED zuléssig sein. Es habe
nun eine Optimallésung z*. Hétte @ keine zulédssige Losung, so wire
ATy < ¢ unlésbar. Nach Korollar gibt es dann ein x > 0 mit Az =0
und ¢'z < 0. Fiir A > 0 ist dann 2* + Az zulissig fiir (]E[) und

'@ +d)=c'a*+ Az <ca”

im Widerspruch zur Optimalitdt von x*. Also muss @ zuldssig sein. Da aus
der Existenz einer endlichen Optimallésung von bzw. @ jeweils auch
die Zulassigkeit von bzw. @ folgt, sind wir fertig. O
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Korollar 11.8. Es seien P bzw. D die Mengen der zuldssigen Losungen

von (]E) bzw. @ Setzen wir

—00, falls unbeschrankt ist,
2" =< 400, falls P = (),

min {c¢'z: z € P}, sonst

und
400, falls @ unbeschrankt,
w* =< —o0, falls D = (),
max {b'y: y € D}, sonst,
so gilt

w
P=0 = (D=0 oder w* = +00),
(d) D=0 = (P =0 oder z* = —00).

Beweis. (a) Ware y € D # 0, so folgt aus dem schwachen Dualitits-
satz dass z* > by gilt, was 2* = —oo widerspricht.

(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a).

(c) Nach dem Dualitéitssatz kann nicht gleichzeitig w* < oo und P = ()
eintreten. Daraus folgt die Behauptung.

(d) Der Beweis erfolgt analog zu (c). O

Als Ergénzung zu den beiden Féllen (¢) und (d) von Korollar betrachten
wir nun ein Beispiel mit P = () und D = ().

Beispiel 35. Es sei

P={zeR% xy—x9=1,—x1 +29 = 1,2 >0},
D={yeR’: y1 —y2 <0,—y1 +y2 < —1}.

Dann sind die linearen Optimierungsprobleme
min {—z2: x € P} und max {y1 +y2:y € D}

dual zueinander und es gilt:
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(a) D =0, da nach der Variante des Farkas-Lemmas aus Korollar das
System

Up — U2 :0,
—uy + ug =0,
up,uz > 0,
—uo < 0

eine Losung hat, ndmlich u; = ug = 1.
(b) P =10, da nach dem Farkas-Lemma das System

up — ug > 0,
—u1 +ug > 0,
up +ug <0

eine Losung hat, ndmlich u; = ug = —1. A

Betrachten wir noch einmal das Paar (]ED und @ von linearen Optimierungs-
problemen. Wir sind in unserer Herleitung der Dualitidt von (]ED ausgegangen
und haben das duale Optimierungsproblem (]E) erhalten. Wir zeigen jetzt,
dass die Dualisierung in gewisser Weise symmetrisch ist — wir also umgekehrt
bei der Dualisierung von @ auch wieder erhalten. Dazu schreiben wir @
dquivalent durch Einfithrung von Schlupfvariablen s > 0 um und ersetzen y
durchy =yt —y~:

-
b yt
— min b Yy
yty s 0 s
yt
s.t [AT —AT I] Yy~ | =c,
S
y-‘r
y | =0
S

Damit erhalten wir ein lineares Optimierungsproblem in Standardform, zu
dem wir (rein mechanisch) das duale lineare Optimierungsproblem bilden
kénnen. Dieses lautet dann

—max c¢'z
A —b
s.t. —“Alx<| b |,
I 0
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was adquivalent ist zu

—max —c (—2)
X
st. A(—zx) =0,
(—l') > 07
was wiederum aquivalent ist zu
min ¢’z
x
s.t. Az =0,
x>0

Dies zeigt, dass das Duale zum dualen Optimierungsproblem wieder das pri-
male lineare Optimierungsproblem ist. Das bislang behandelte Konzept
der Dualitat ldsst sich mit den oben benutzten “Iricks” wie dem Einfiih-
ren von Schlupfvariablen und Variablensplitting auch auf beliebige lineare
Optimierungsprobleme verallgemeinern.

Satz 11.9. Gegeben seien vier dimensionsvertrigliche Matrizen A, B, C, D,
und Vektoren a, b, ¢, d und das (primale) lineare Optimierungsproblem

min ¢ z+d'y

Ty
st. Ax+ By > a, (11.21)
x > 0.

Dann gilt:
(a) Das zu (11.21]) duale Optimierungsproblem lautet

max a'u-+b'v
U,

st. ATu+CTu<e,
B'u+D"v=d,
u > 0.

(b) Das zu (|11.22)) duale Optimierungsproblem ist (11.21).
(c) Satz und Korollar gelten analog fiir (11.21)) und ((11.22)).

Beweis. (a) Mithilfe der Transformationsregeln schreiben wir ((11.21]) als

min cle+dyt—d'y
z,yT,y7,s

st. Az+ Byt —By —s=a,
Cx + Dyt — Dy~ =b,
z,yt,yt s >0,

(11.22)
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Primal

Dual

Ungleichung

Gleichung
nicht-negative Variable
freie Variable

<> nicht-negative Variable
<> freie Variable

<> Ungleichung

< Gleichung

Tabelle 11.1: Transformationsregeln

also in Standardform. Das hierzu duale lineare Optimierungsproblem

lautet

max a u-+b'v

U,V

st. Alu+CTv<e,
B'u+D"v <d,

Dies entspricht ((11.22]).

—B'u—D"v< —d,
—u<0.

(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a).

(c) Die Behauptung folgt aus Teil (a). O

In Tabelle sind einige Transformationsregeln zusammengefasst, die ange-
ben, wie man aus einem primalen linearen Optimierungsproblem das zugeho-
rige duale Problem ableitet und umgekehrt.

11.5 Komplementarer

Schlupf

Satz 11.10 (Satz vom schwachen komplementéren Schlupf fiir allgemei-
ne LPs). Gegeben seien dimensionsvertriagliche Matrizen A, B, C'; D und
Vektoren a, b, ¢, d. Wir betrachten die zueinander dualen linearen Optimie-

rungsprobleme

min
x?y
s.t.

clx+dy

Ax + By > a, (P)
Cx+ Dy =0,
x>0
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und

max a u-+blw

w0
st. Alu+CTv<e, (D)
B'u+D"v=d,
u >0,

vgl. (T1.21)) und (I1.22) im letzten Abschnitt. Die Vektoren (Z,7) " und (@, )"
gl. (11.21) 7 ,

seien zuldssig fiir (]ED bzw. @ Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (z,5)" ist optimal fiir und (%,0) " ist optimal fiir (D).
(ii) Es gilt

.
(c— (ATa+CT@)) Z+a' (AZ + By —a) = 0.

(iii) Fir alle Komponenten u; der Dualldsung gilt
u; >0 = Ai’.f + Bz,?j = a;,

d.h., ist @; > 0, so ist die i-te primale Ungleichung in AZ 4+ By > a mit
Gleichheit erfiillt. Fiir alle Komponenten Z; der Primallosung gilt

- T - T, _ ..
;>0 = A u+Cv=cj,

d.h., ist ; > 0, so ist die j-te duale Ungleichung in Ala+CTo<c
mit Gleichheit erfiillt.

(iv) Fiir alle Zeilenindizes ¢ von A und B gilt
AL.i‘ + Biy.:f >a; — u; =0,

d. h., ist die ¢-te primale Ungleichung strikt erfiillt, so ist die zugehorige
Dualvariable u; gleich 0. Fiir alle Spaltenindizes j von A und C gilt

Tr T _—
Aju+C v <c; = 7;=0,

d. h., ist die j-te duale Ungleichung strikt erfiillt, so ist die zugehdrige
primale Variable Z; gleich 0.

Beweis. “(i) <= (ii)”: Nach Satz ist (Z,7)" optimal fiir und (@,?) "
optimal fiir (D)) genau dann, wenn

cz+d yg=a'u+bd"v
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gilt. Also haben wir

(i) <= c'Z+d g=a'a+b'v

— ¢'z+B'a+D'v) g=a"u+ (Cz+ Dy)'v

— (c—C'0)'z+a"(Bj—a)=0

— (c-C'0)'z—(ATa)'z+a" (Bj—a)+a' AT =0
— (c-C"o—-ATa)"z+a"(By+ Az —a) =0

= (

ii).

“(ii) = (iii)" Sei t = c — (ATa + CTv) und s = A7 + By — a. Da (z,9)"
zuléssig fiir (]ED ist, gilt s > 0. Analog folgt aus der Zulissigkeit von (@, 7)"
fir @,dasstzo. AUSEZO,EZO,SZOundtZOfolgtdahertT:EZO
und @ 's > 0. Nach Voraussetzung ist ¢'Z + @' s = 0, was aber nur gelten

kann, falls ¢'Z = @' s = 0 gilt. Dies impliziert (iii).

“(iii) = (i)™ Klar.

“(iv) <= (iil)™: Beweis folgt sofort durch Negation. O

Der Name des Satzes ist durch die im Beweis definierten Grofsen ¢ und s
begriindet. Diese beschreiben gerade den Schlupf in den primalen bzw. dualen
Ungleichungen und der Satz sagt, dass dieser Schlupf komplementér zu den
zugehorigen dualen bzw. primalen Variablen ist.

Fiir das lineare Optimierungsproblem in Standardform ((11.6) und sein duales
Problem ((11.10) besitzen die Komplementarititsbedingungen eine etwas
einfachere Form.

Korollar 11.11 (Satz vom schwachen komplementéaren Schlupf fiir LPs in
Standardform). Wir betrachten das Paar zueinander dualer linearer Opti-
mierungsprobleme

min ¢'z
x
s.t. Ax =0, (11.23)

x>0
und

max b'y
Y (11.24)
st. ATy <ec.

Ferner sei T zuléssig fiir (11.23]) und g zuléssig fiir (11.24)). Dann sind folgende

Aussagen aquivalent:

(i)  ist optimal fiir (11.23)) und 7 ist optimal fiir (11.24)).
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(i) Es gilt
(c— ATy Tz =0.
(iii) Fiir alle Komponenten z; der Primallosung gilt
7; >0 = Alg=cj,
d.h., ist Z; > 0, so ist die j-te duale Ungleichung in ATg < ¢ mit
Gleichheit erfiillt.
(iv) Fir alle Spaltenindizes j von A gilt
Al <e = 2, =0,
d.h., ist die j-te duale Ungleichung in ATy < ¢ strikt erfiillt, so ist die
zugehorige primale Variable Z; gleich 0.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz O

Die Umkehrungen in (iii) und (iv) gelten im Allgemeinen nicht. Es gibt jedoch
immer Paare von Losungen, die diese erfiillen.

Satz 11.12 (Satz vom starken komplementéren Schlupf). Wir betrachten das

Paar zueinander dualer linearer Optimierungsprobleme ((11.23) und ((11.24)
aus Korollar [11.11] Besitzt sowohl (11.23)) als auch (|11.24)) eine zuldssige

Losung, so existieren strikt komplementire Optimallésungen Z von ((11.23)

und % von (|11.24]) mit
z; >0 < Aly=c,
T;=0 < Aly<g.

11.6 Dualitat und das Simplex-Verfahren

In diesem Abschnitt analysieren wir den Zusammenhang des Konzepts der
Dualitat mit dem Simplex-Verfahren. Wir betrachten also wieder das Paar
dualer zueinander linearer Optimierungsprobleme

min ¢'z
x
s.t. Ar =0,
x>0
und
max b'y
Y
st. ATy <e,
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wobei wir wieder annehmen, dass Rang A = m gilt, also A vollen Zeilenrang
besitzt, und die Menge der zulédssigen Losungen des primalen Problems nicht
leer ist. Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir den Fundamentalsatz
der linearen Optimierung anwenden, der besagt, dass unter diesen
Annahmen eine zulissige Basislosung besitzt. Wir wenden nun die Simplex-
Methode auf an, wobei wir in der existierenden zuléssigen Basislosung
starten. Der Simplex-Algorithmus 20 kann auf zwei Arten abbrechen:

(a) Mit einer optimalen Basislosung z = (z,2Zn)" = (A5'b,0)7, wobei B

die zugehorige Basis ist.

(b) Mit der Information, dass das primale Problem unbeschréankt ist.
Wir behandeln hier den ersten Fall. Wenn die Simplex-Methode mit der
Information abbricht, dass die aktuelle Basislosung z optimal ist, so gilt nach
Konstruktion fiir den Vektor zy = ey — A]T\,(Ag)_lcg die Bedingung zy > 0,
also

AN(AR) e < en. (11.25)
Wir betrachten den Vektor
y= (A—lf—i)_ch >
der in Algorithmus [20]im BTRAN-Schritt berechnet wird. Fiir diesen Vektor g
gilt

AT
A Yy = A]—l\—[ (AB) CB
_ <AE(AE)_ICB)
AN(AR)te
= (apdfy1es)
AN (AL) te
< <CB =,
cN

wobei die letzte Ungleichung aus Ungleichung (|11.25]) folgt. Der Vektor ¢ ist
also zuldssig fiir das duale lineare Optimierungsproblem @

Fiir seinen Zielfunktionswert b' g ergibt sich
by =0b"((Af) ep) = chAGb = chaip = c' 7,

und daher ist ¢ nach Korollar eine optimale Losung des dualen Pro-
blems @ Damit erhalten wir folgenden Satz.

Satz 11.13. Terminiert der Simplex-Algorithmus mit einer optimalen
Basislosung 7 = (Zp,Zn) | = (A5',0)T von (P)), so ist

g=(Ap) 'ep

eine Optimallésung von @
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11.7 Sensitivitatsanalyse I

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten ¢, A und b eines linearen
Optimierungsproblems der Form

T

min c¢'x
X
s.t. Ar =0, (11.26)
x>0

fest vorgegeben sind. Haufig ist es jedoch der Fall, dass sich diese Daten im
Lauf der Zeit &ndern, wenn Bedingungen und/oder Variablen hinzukommen
und “nachoptimiert” werden muss. Wir gehen jetzt davon aus, dass wir ein
lineares Optimierungsproblem der Form bereits gelost haben und
eine optimale Basis B mit zugehoriger Basislosung xp = Aglb und Ty =0
kennen. Wir nehmen ferner an, dass die Basislosung = nicht degeneriert ist,
d.h., dass Zp > 0 gilt. In diesem Fall gilt wie im letzten Abschnitt fiir den
Vektor zy = ¢y — AL(AE)_ICB der reduzierten Kosten, dass zy > 0 ist,
und dass der Vektor § = (A;)*lcg eine Optimallésung des dualen linearen
Optimierungsproblems ist. Wir betrachten nun die Situation, in der sich die
rechte Seite b um eine “kleine Storung” Ab dndert, d. h., wir betrachten das
neue lineare Optimierungsproblem

min ¢ x
s.t. Ax =b+ Ab, (11.27)
x > 0.

Die alte Basis B ist immer noch eine Basis des gestorten linearen Optimie-

rungsproblems ((11.27]) und
o _ (7B _ AG'b+ AZAD
Ty 0
N (A;%Ab)

o 3)

ist eine Basislosung. Da nach unserer Voraussetzung B nicht degeneriert ist,
also

|
I

Tp=Az'b>0

gilt, ist fiir hinreichend kleines Ab auch Zp + Az = Zp + AglAb >0, also 7’
eine zuldssige Basislosung fiir (11.27)). Da der Vektor zn der reduzierten Kos-
ten unverandert bleibt, ist Z’' somit fiir hinreichend kleine Storungen Ab eine
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Optimallésung des gestorten Problems (11.27)). Die entsprechende Anderung
in der Zielfunktion ist gegeben durch

ch(Tp + Ax) — chTp = chAx = cLAZ'Ab = 5 Ab. (11.28)

Gleichung zeigt, dass die optimale Duallésung y die Sensitivitdt
bzgl. kleiner Anderungen in der rechten Seite b misst: Wenn wir b durch
b+ Ab ersetzen, so dndert sich (fiir hinreichend kleines Ab) der optimale
Zielfunktionswert um ' Ab.

11.8 Eine okonomische Interpretation von Dualva-
riablen

In vielen Anwendungen haben die Dualvariablen eine sinnvolle 6konomische
Interpretation. Wir betrachten im Folgenden das LP

max c¢'z (11.29a)
x
s.t. Az <, (11.29b)
x>0, (11.29¢)
mit ¢ € R", A € R™"™ und b € R™. Dementsprechend hat unser LP
m duale Variablen yi,...,yn, die (rein strukturell), mit den m primalen
Nebenbedingungen

n
E aijxjgbi, i:1,...,m,
j=1

in Zusammenhang stehen. Unser Ziel ist es, jetzt auch einen 6konomischen
Zusammenhang herzuleiten.

Dazu interpretieren wir das obige LP als Modell des folgenden Problems: Die
primale Variable z; bezeichnet die Produktion eines j-ten Erzeugnisses und
b; ist die zur Verfiigung stehende Menge der i-ten Ressource. Also muss der
Koeffizient a;; interpretiert werden als die Menge der Ressource i, die zur
Herstellung einer Einheit des j-ten Produkts benétigt wird. Schlieflich ist ¢;
der Nettogewinn pro produzierter Menge des j-ten Produkts.

Das duale Problem enthélt die Nebenbedingungen
m
Zaijyizcjv levan
i=1

Wenn a;; also “Menge von Ressource i pro Produktion einer Einheit von
Produkt j” ist und die obigen Terme zur rechten Seite ¢; (in der Einheit “Wert
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pro produzierter j-ter Einheit”) passen sollen, miissen die y; der Interpretation
“Wert pro Ressource ¢’ geniigen.

Die Erkenntnisse des letzten Abschnitts ibertragen auf diese Situation ergeben
den folgenden Satz.

Satz 11.14. Das primale LP ((11.29) habe mindestens eine nicht-degenerierte
optimale Basislosung. Dann existiert ein € > 0 mit der folgenden Eigenschaft:
Falls |t;| < e fir allei =1,...,m gilt, dann hat das lineare Optimierungspro-
blem

max CTI‘

x
st. Az <b+t,
z>0

eine Optimalldsung und der optimale Zielfunktionswert ist
g,

wobei z* der optimale Zielfunktionswert des ungestérten Problems (|11.29))
und ¥ die optimale Losung des zu (|11.29) gehérenden dualen Problems ist.

Beweis. Siehe Chvatal [5]. O

Dieser Satz formalisiert genau unsere vorherigen Uberlegungen. Die dualen
Variablen messen den Wert (hinreichend kleiner) Anderungen in den zur
Verfiigung stehenden Ressourcen: Mit jeder zusétzlichen Einheit der i-ten
Ressource verdndert sich der Gewinn um g;t;.

Im 6konomischen Kontext stellt y; den Hochstpreis dar, wie viel ein Unter-
nehmen in Ressource 4 investieren sollte. Dies ist auch der Grund, warum ;
als Schattenpreis (engl. shadow price) bezeichnet wird.
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Kapitel 12

Ein zweiter Blick auf das
Simplex-Verfahren

In Kapitel [0.1] haben wir die Grundform des Simplex-Verfahrens zur Losung
linearer Optimierungsprobleme in Standardform

min ¢z (12.1a)
st. Az =0, (12.1b)
z>0 (12.1c)

kennengelernt. Wir haben gesehen, wie wir ausgehend von einer zuléssigen
Basislosung & = (Zp,Zy)! mit Zp = AZ'0 > 0 und Zy = 0 entweder
eine neue Basislosung mit nicht schlechterem Zielfunktionswert finden oder
korrekt schlieffen kénnen, dass das Problem unbeschrankt ist, d. h.,
Losungen mit beliebig kleinem Zielfunktionswert besitzt. In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns mit den zwei wichtigen Punkten, die noch dazu fehlen,
das Simplex-Verfahren zu einem vollstindigen Optimierungsalgorithmus zu
machen.

Terminiertheit: Bricht der Simplex-Algorithmus immer ab oder kann es
vorkommen, dass unendlich viele Iterationen durchgefiihrt werden?

Mit dieser Frage beschéftigen wir uns in Abschnitt Wir werden fest-
stellen, dass die Wiederholung einer Basislosung die einzige M&glichkeit
ist, die einen Abbruch nach endlich vielen Schritten verhindern kann.
Wir zeigen dann, dass durch geeignete Wahl der eintretenden bzw. die
Basis verlassenden Variablen dieses sogenannte Kreiseln ausgeschlossen
werden kann.

Effizienz: Nachdem wir die Terminierung nach endlichen vielen Schritten
behandelt haben, diskutieren wir in Abschnitt kurz, wie effizient
das Simplex-Verfahren ist.
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Initialisierung: Wie finden wir eine erste zuléssige Basis?

Die Initialisierung der Simplex-Methode ist Gegenstand von Kapi-
tel Wir zeigen, wie man fiir jedes Problem in Standardform
ein sogenanntes Phase-1-Problem aufstellen kann, das wiederum ein
lineares Problem ist und fiir das man leicht eine zuléssige Basis angeben
kann. Die Losung des Phase-1-Problems mit der Simplex-Methode liefert
dann entweder eine zuléssige Startbasis fiir oder die Information,
dass keine zulassige Losung besitzt.

12.1 Terminiertheit

12.1.1 Ein Negativ-Beispiel

Wir betrachten das folgende lineare Problem in Standardform:

min — 2.3x1 — 2.1529 4+ 13.552x3 + 0.4x4
s.t. 04z +0.229 — 1423 — 0.224 + 25 = 0,
— 7.8x1 — 1.4x9 + 7.823 4+ 0.4z4 + 26 = 0,
L1,T2,T3, T4, L5, L6 > 07
In der Simplex-Methode gibt es im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten, eine

Variable in die Basis aufzunehmen bzw. aus der Basis zu entfernen. Fiir dieses
Beispiel setzen wir folgende Regeln fest:

e Falls es beim Pricing mehrere Nichtbasisvariablen j mit z; < 0 gibt, so
wihlen wir die Nichtbasisvariable mit kleinstem z; aus, um in die Basis
aufgenommen zu werden.

e Falls es beim Ratio-Test mehrere Basisvariablen gibt, fiir die das Mini-
mum angenommen wird, so entfernen wir eine Basisvariable xp, mit
groftem Wert wy.

Fiir unser Beispiel ist B = (5, 6) eine primal zuléssige Basis und die zugehorige
Basislosung ist gegeben durch

o () -s0-s '0)- )

T 0
PN = T2 _ 0
T3 0
T4 0

Der Zielfunktionswert ist ¢z = 0. Wir fithren nun die einzelnen Schritte des
Simplex-Algorithmus durch.
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(1)

(2)

(5)

BTRAN: Lose 5 Ag = c;, d. h.

g’ [(1) (f] —(0,0) = § = (0,0).

Pricing: Berechne zy = ¢y — A}g. Wir haben

-2.3
o 4T (0 _ . [-215
v = ey = Ay (0) ~NT | 1355
0.4
Die Nichtbasisvariable mit dem kleinsten negativen Wert z; = —2.3

ist x1. Somit wird x; in die Basis aufgenommen und im Simplex-
Algorithmus wird j = 1 gewahlt.

FTRAN: Lose Apw = Aj:

o o= () == ()

Es wird sich nachher als niitzlich fiir die Darstellung herausstellen, wenn
wir im FTRAN-Schritt nicht nur w = AE;lAj berechnen, sondern gleich
die komplette Matrix A;A ~. Fir diese gilt

Al_glAN _ {0.4 0.2 -—-14 —0.2].

-7.8 -14 78 04 (12.2)

Den Vektor w haben wir dabei in der Matrix fett hervorgehoben.

Ratio-Test: Wir berechnen
fy:min{IBk: w >0 und k € {1,...,m}}.
Wk

Es gilt 5 = (Z5,76) " = (0,0)T. Da alle Basisvariablen den Wert 0
haben und nur w; = 0.4 > 0 gilt, haben wir v = 0 und zp, = =5
verldsst die Basis.

Update: Wir berechnen

o= (2) <= () 0w = (o).

N = {17273’4}\{1}U{5} = {2’37475})
Blz]-a
r1 =~v=0.
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Wir erhalten die neue Basislosung  mit
T2
T3
T4

Kl
Sy

I
N\
IS
<
~_

I
Y
o o
"

Kl
=

\
8l

|

o O o O

zur Basis B = (1,6).

Im Beispiel haben wir zwar eine neue Basis erhalten, die Basislosung stimmt
aber mit derjenigen aus der letzten Iteration iiberein, da im Ratio-Test v =0
gilt.

Definition 12.1 (Degenerierte Iteration, degenerierter Pivot). Eine Iteration
des Simplex-Algorithmus, bei der im Ratio-Test v = 0 gilt, heilt degenerierte
Iteration oder degenerierter Pivot.

Bei einer degenerierten Iteration machen wir im Bezug auf die Zielfunktion
keinen Fortschritt, da sich die eigentliche Losung nicht verdndert. Wir fithren
nun unser Beispiel weiter fort, in dem wir die néchste Iteration durchfiihren.

1) BTRAN: Lose §' Ap = ¢l d.h.
B

1104 0
-78 1

} =(-2.3,0) = §' =(-5.75,0).

(2) Pricing: Berechne zy = cy — A\ U:

—2.15 02 —-14 -1
_ [ 1355 |14 78 —5.75\ | 21.6
N 04 02 04 0 )~ |-0.75
0 1 0 5.75
Geméf unserer Festlegungen wahlen wir j = 2 mit zo = —1 und die

zugehorige Nichtbasisvariable xo wird in die Basis aufgenommen.

(3) FTRAN: Lose Apw = Aj:

O o= (0) = o= (52)-

(4) Ratio-Test: Berechne

’y:min{ka: wg > 0und k € {1,...,m}}.
Wk
Wir haben Zp = (Z1,76)" = (0,0)". Da wieder alle Basisvariablen den

Wert 0 haben und wy = 2.5 > 0 der grofkite Wert ist, entfernen wir
gemaf unserer Vorgaben die Variable zp, = ¢ aus der Basis.
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(5) Update: Wir erhalten die neue Basis B = (1,2) mit der zugehori-
gen Basislosung 7 = (71,72)" = (0,0)T, Iy = (23,74, 75,76) | =
(0,0,0,0) .

Auch die zweite Iteration ist also degeneriert und wir haben keinen Fortschritt
in Bezug auf die Zielfunktion gemacht. Die eigentliche Losung (0,0,0,0,0,0) "

hat sich bisher iiberhaupt nicht verdndert, nur die Aufteilung in Basis- und
Nichtbasisvariablen wurde modifiziert. Machen wir weiter:

(1) BTRAN: Lose §' Ag = cf, d.h.

i { 04 02

78 1 4} = (—2.3,-2.15) = ' = (—13.55,—0.4).

(2) Pricing: Berechne zy = cy — A\ U:

13.55 —-14 78 —-2.3
i 04 | |-02 04] (-13.55) _ | —2.15
Moo 10 —04 ) | 13.55
0 0 1 0.4
Gemaf unsere Festlegungen wiahlen wir j = 3 mit z3 = —2.3 und die

zugehorige Nichtbasisvariable x3 wird in die Basis aufgenommen.

In diesem Moment halten wir kurz inne und vergleichen die aktuelle Situation
mit der Situation in der ersten Iteration. Die beiden Vektoren zy stimmen
iiberein (lediglich die Indizes der zugehorigen Variablen haben sich geéndert).
Anstelle im FTRAN-Schritt das Gleichungssystem Apw = A; zu 16sen (also
w = A;Aj zu berechnen), berechnen wir wie in der ersten Iteration AE;IA N:

-1
4, 04 02 14 —02 1 0
Ap AN_[—?.S ~1.4 78 04 01
[04 02 -14 —02

T |-78 —14 78 04

(12.3)

Wenn wir Gleichung [12.3] mit der Situation in der ersten Iteration vergleichen
(siehe Gleichung ), so sehen wir, dass sich wie im Vektor zy nur die
Namen der zugehorigen Variablen gedndert haben. Genauer gesagt, wir haben
eine zyklische Verschiebung der Variablen um zwei Stellen nach rechts: waren
in der ersten Iteration von den sechs Variablen (x1,x2,x3,x4,25,26) die
letzten beiden Variablen Basisvariablen und der Rest Nichtbasisvariablen,
so sind jetzt x1,xo die Basisvariablen. Die aktuelle Iteration verlauft also
genauso wie die erste, die néchste wie die zweite etc. Man sieht nun leicht ein,
dass wir nach weiteren vier Iterationen wieder die Ausgangsbasis B = (5, 6)
erhalten. Die Simplex-Methode terminiert also bei diesem Beispiel nicht.
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12.1.2 Kreiseln

Definition 12.2 (Kreiseln). Wir sagen, dass der Simplex-Algorithmus krei-
selt, wenn er eine Basis wiederholt.

Wie der folgende Satz zeigt, ist Kreiseln die einzige Moglichkeit, die dazu
flihren kann, dass die Simplex-Methode nicht terminiert.

Satz 12.3. Wenn der Simplex-Algorithmus nicht terminiert, so kreiselt er.

Beweis. Eine Basis besteht aus m Basisvariablen. Es gibt nur endlich viele,
genauer gesagt (;;), Moglichkeiten m Variablen aus n auszuwéhlen. Daher gibt
es auch nur maximal (:1) mogliche Basen. Wenn der Simplex-Algorithmus
unendlich viele Iterationen durchfiihrt, muss daher eine Basis wiederholt
werden. Also muss der Algorithmus kreiseln. O

Satz 12.4. Das lineare Problem in Standardform besitze zuléssige
Losungen und erfiille die Eigenschaft, dass fiir alle primal zuléssigen Basen B
die entsprechende Basislosung (Zp,Z N)T nicht degeneriert ist, d.h. zg =
Aglb > 0. Dann terminiert der Simplex-Algorithmus [20[ nach endlich vielen
Schritten.

Beweis. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Basislosungen 7’ und z”
(zu Basen B’ und B”). In Abschnitt haben wir bereits gezeigt, dass

T =c'T oz <, (12.4)
gilt (vgl. System (9.18)). Unter den Voraussetzungen des Satzes gelten z; < 0
und 0 < v, woraus
_/
z

folgt.

Ist nun By, Ba, ... eine Folge von Basen, die von Algorithmus [20] erzeugt
werden, so folgt daraus, dass keine Basis innerhalb der Folge doppelt auftreten
kann, da die Zielfunktionswerte streng monoton fallen. Da es nur endlich
viele Basen gibt, folgt damit die Behauptung. O

12.1.3 Die Regel von Bland

Im Fall von degenerierten Basislosungen kann die Simplex-Methode kreiseln.
Wir zeigen nun, dass wir dieses Kreiseln durch geeignete Wahl der eintretenden
bzw. die Basis verlassenden Variablen verhindern kénnen. Nach der Regel von
Bland |3] wahlt man sowohl fiir die eintretende als auch fiir die verlassende
Variable unter allen moglichen Variablen diejenige mit dem kleinstem Index:
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Eintretende Variable: Falls es beim Pricing mehrere Nichtbasisvariablen j
mit z; < 0 gibt, so wihlen wir diejenige mit dem kleinstem Index j aus,
um in die Basis aufgenommen zu werden.

Verlassende Variable: Falls es beim Ratio-Test mehrere Basisvariablen
gibt, fiir die das Minimum angenommen wird, so entfernen wir die
Basisvariable g, mit dem kleinstem Index Bj,.

Wir wollen nun den Satz formulieren, dass die Regel von Bland Kreiseln
verhindert.

Satz 12.5. Werden eintretende und verlassende Variablen nach der Regel
von Bland gewéhlt, so terminiert die Simplex-Methode nach endlich vielen

Iterationen entweder mit einer Optimallésung oder der Information, dass das
Problem ((12.1) unbeschrénkt ist.

Beweis. Siehe Chvatal [5]. O

Beispiel 36. Wir betrachten nochmal das Beispiel aus Abschnitt [12.1.1] und
wenden jetzt das Simplex-Verfahren mit der Regel von Bland an.

Die erste Iteration verlauft genau gleich und wir erhalten die neue Ba-
sis B = (1,6). In der zweiten Iteration bestimmen wir im FTRAN-Schritt
den Vektor w = (0.5,2.5)T. In dem Beispiel haben wir den Index mit dem
maximalen Eintrag, also By = 6 gewahlt. Nach der Regel von Bland wahlen
wir jetzt aber den kleinsten moglichen Index, also By = 1.

Die neue Basis fiir die dritte Iteration ist dann B = (2,6). Die an der dritten
Iteration beteiligten Matrizen und Vektoren sind

02 0 04 —14 —02 1
AB[—lA 1]’ AN[—?.S 78 04 0f
~2.3
o (215 oo | 1355
= o0 )0 M| o4
0

Damit liefert der BTRAN-Schritt den Vektor 4 = (—10.75,0) " und der Vektor
der reduzierten Kosten ist zy = (2, —1.5,—1.75,10.75)". Nach der Regel
von Bland kommt also der Index 3 in die Basis. FTRAN liefert dann mit
Aj = (=1.4,7.8)T den Vektor w = (—7,—2)" < 0. Da alle Eintriige von
w negativ sind, terminiert das Simplex-Verfahren an dieser Stelle mit der
Meldung, dass das LP unbeschrankt ist. A

Aus unseren Ergebnissen zur Regel von Bland kénnen wir jetzt einen zweiten
Fundamentalsatz der linearen Optimierung beweisen.
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Satz 12.6 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung II). Fiir das lineare
Problem in Standardform

min ¢z
xT
s.t. Ax =0, (12.5)
x>0

mit Rang A = m gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Das Problem ([12.5) ist unzuléssig.
(ii) Das Problem ((12.5)) ist unbeschrankt, d.h., es gilt

min {c¢'z: Az = b,z > 0} = —oo.

(iii) Das Problem ([12.5) hat eine endliche Optimallosung, die zugleich Ba-
sislosung ist.

Beweis. Offenbar kann nur hochstens eine der drei Aussagen (i)-(iii) fur das
lineare Problem gelten. Wir nehmen an, dass (i) und (ii) nicht gelten
und zeigen, dass dann (iii) folgt. Da (i) nicht gilt, hat das Problem ({12.5]
eine zuldssige Losung. Nach dem ersten Fundamentalsatz [10.9] aus Kapitel
hat das Problem dann aber auch eine zulissige Basis B mit zugehoriger
Basislosung z. Wir wenden die Simplex-Methode mit der Regel von Bland
auf das Problem an, wobei wir mit der Basis B starten. Das Verfahren
terminiert geméfs Satz nach endlich vielen Schritten. Da (ii) nicht gilt,
kann das Verfahren nicht mit der Information abbrechen, dass das Problem
unbeschrankt ist. Also muss das Verfahren mit einer optimalen Losung
abbrechen, die gleichzeitig eine Basislosung ist, also folgt (iii). O

Der letzte Satz sagt insbesondere aus, dass ein zuléssiges LP, das nicht
unbeschréinkt ist, immer l6sbar ist. Dies ist im Allgemeinen, also beispielsweise
bei nichtlinearen Problemen, nicht der Fall. So ist

1
min — st. z>1
T T

zuléssig, beschriankt (durch 0), aber es gibt kein z, fiir das das Optimum 0
angenommen wird.

12.2 Die Effizienz der Simplex-Methode

Aus praktischer Sicht stellt sich natiirlich nicht nur die Frage, ob das Verfahren
terminiert, sondern man ist auch an Aussagen iiber das Worst-Case-Verhalten
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(6,621

(&,1 -52,1 —s+53)

(1,e,1-8%)

(1,1-8,1-5+52)
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(e,1 —82,5—83)

(1,1 —8,5—82)

Abbildung 12.1: Der Klee-Minty-Wiirfel aus Beispiel

des Simplex-Verfahrens interessiert. Insbesondere stellt sich die Frage, ob es
Pricing-Regeln und Regeln fiir die austretenden Basisvariablen gibt, die zu
einer polynomiellen Worst-Case-Komplexitdt des Simplex-Verfahrens fiihren.
Bislang sind solche Regeln nicht bekannt.

Beispiel 37. Fiir e mit 0 < & < 1/2 sei das Problem
min —z,
xX
st. e<x; <1,
El‘jflgl‘jgl—&@,l fiir allej:2,...,n

gegeben. Die zuldssige Menge ist in Abbildung zu sehen. Dieses Beispiel
ist in der Literatur unter dem Namen Klee-Minty- Wiirfel bekannt (benannt
nach seinen Entdeckern). Man kann zeigen, dass der Simplex-Algorithmus
2™ Iterationen zur Losung des obigen linearen Problems bendtigt. Das heifst,
das Verfahren lauft alle Ecken ab. Finen Beweis dieser Aussage findet man
beispielsweise in Papadimitriou und Steiglitz [16]. A

12.3 Die Phase-1 des Simplex-Verfahrens

Nachdem wir die Frage gekldrt haben, ob bzw. wann das Simplex-Verfahren
terminiert, wenden wir uns nun der Frage zu, wie wir eine erste zuléssige
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Basislosung fiir ein lineares Problem in Standardform

min ¢z
X
s.t. Ar =0, (12.6)
x>0

finden bzw. feststellen, dass es keine zuléssige Losung gibt. Wir verzichten in
diesem Abschnitt auf die Annahme, dass die Matrix A vollen Zeilenrang hat,
d.h., wir lassen nun Rang(A) < m zu. Dafiir nehmen wir aber an, dass der
Vektor b auf der rechten Seite der Gleichungen in die Bedingung

b>0 (12.7)

erfiillt. Dies konnen wir einfach dadurch erreichen, dass wir eine Zeile
A;.x =b; mit b; < 0 mit —1 multiplizieren und damit wie gewiinscht
—A;.x = —b; > 0 erhalten.

Wir betrachten nun das folgende Hilfsproblem, das ebenfalls ein lineares
Problem in Standardform ist:

m
min Zyi
Ty 4

=1 (12.8)
st. Ax+y=0b,

z,y > 0.
Dabei sei
e:=(1,...,1)T eR™

der Vektor, der aus lauter Einsen besteht. Mit u = (z,y)", d = (0,¢) " und
D = [A I] erhalten wir die zu (12.8)) dquivalente Formulierung

min d'u
u
s.t. Du=b,
u > 0.

Man beachte, dass die Matrix D = [A I] der Nebenbedingungen des
Problems die Bedingung Rang D = m erfilllt, da D die m x m-
Einheitsmatrix als Teilmatrix enthélt. Sind insbesondere {1,2,...,n,n +
1,...,n+m} die Spaltenindizes von D, dann ist B = (n+1,...,n+m) eine
Basis von D mit Dp = I. Die Variablen des Vektors y werden als kinstliche
Variablen bezeichnet, die eigentlichen Variablen x unseres urspriinglichen Pro-
blems bezeichnen wir als Strukturvariablen. Die Basis B = (n+1,...,n+m)
enthilt also genau die Indizes der kiinstlichen Variablen. Die zu B gehorende
Basislosung ist @ = (up, ty)' mit

ip=Dgz'b=Ib=0b>0,

uy = 0.
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Wegen der Annahme b > 0 aus Ungleichung ist B=(n+1,...,n+m)
also eine zuléssige Basis fiir das lineare Problem und wir kénnen den
Simplex-Algorithmus [20| mit der Startbasis B auf das Problem ((12.8) anwen-
den. Wenn wir die Regel von Bland aus dem letzten Abschnitt verwenden,
so terminiert die Simplex-Methode nach Satz entweder mit einer opti-
malen Losung des linearen Problems oder der Information, dass das
Problem unbeschriinkt ist. Da fiir jede zuldssige Losung v = (z,y)"
von Problem ((12.8) wegen y > 0 auch

m
Tu=eTy=3 50
=1

gilt, ist Problem nach unten beschrankt. Es verbleibt also nur die
Moglichkeit, dass das Simplex-Verfahren eine optimale Losung findet, die
auch Basislosung ist. Sei u* = (z*,y*)" diese Losung und B* die zugehorige
optimale Basis. Wir unterscheiden die folgenden Félle:

Fall 1: Esgilt d'u* =ey* > 0.

In diesem Fall kann das Ausgangsproblem keine zulassige Lo-
sung besitzen. Wére namlich z eine solche zuldssige Losung, so wére
(x,0)" eine zuldssige Losung von Problem mit Zielfunktions-
wert 0. Dies wiirde aber im Widerspruch dazu stehen, dass der optimale
Zielfunktionswert d' u* von Problem strikt grofer als Null ist.

Fall 2: Esgilt d'u* =ely* =0.

Diesen Fall untergliedern wir in zwei Unterfélle:

(2a) Esgilt B*N{n+1,n+2,...,n+m} = (). Das heilt, B* enthélt keine
kiinstliche Variable. In diesem Fall ist Dg+ = Ap+. Insbesondere
ist Ap» nicht singuldr und die zu B* gehérende Basislosung z =
(Tp+,Zn+)" mit N* = {1,...,n}\ B* erfiillt

Tpr = Agtb = Dglb=a%. >0,
Ty = 0.
Also ist B* eine zuléssige Basis fiir das Ausgangsproblem ((12.6))

und wir kdnnen B* als Startbasis verwenden, um mit dem Simplex-
Verfahren das Problem (|12.6)) zu 16sen.

(2b) Es gilt B*N{n+1,n+2,...,n+ m} # (. Das heift, B* enthélt
mindestens eine kiinstliche Variable. Wir versuchen nun, die kiinst-
lichen Variablen in der Basis durch Strukturvariablen zu ersetzen.
Wir starten mit B = B*, N = {1,...,n+m} \ B und definieren

B, =Bn{l,...,n}, N, =NnN{1,...,n},
B,=Bn{n+1,....,n+m}, Ny=Nn{n+1,...,n+m}.
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Aufgrund des optimalen Zielfunktionswerts 0 gilt y* = 0. Insbeson-
dere besitzen alle kiinstlichen Variablen in der Basis den Wert 0
und die Basis B ist degeneriert. Sei j € {1,...,n} N N der Index
einer Strukturvariablen, die nicht in der Basis ist. Wir betrachten
den Vektor w = D5'D; = D' A;. Falls w; # 0,0 € {1,...,m},
B; € By, so fithren wir eine (leicht modifizierte) Iteration des
Simplex-Verfahrens mit u; als eintretender und up, als austreten-
der Variable durch. Da u} = 0 und w; # 0 gilt

p_ B . _
vy —mln{ o, .wi#OundZE{l,...,m}} =0.
Dabei ist B\ {B;} U{j} eine zuldssige Basis, wobei sich in dieser
degenerierten Iteration die Basislosung (bis auf die Zuordnung
der Basis- und Nichtbasisvariablen) nicht &ndert. Wir setzen also
B < B\ {B;}U{j} und N «+ N\ {j} U{B;}. Solange wir
also Indizes j € {1,...,n} N N und B; € B, finden, so dass
flir w = DglAj die Bedingung w; # 0 gilt, konnen wir wie oben
beschrieben eine kiinstliche Variable gegen eine Strukturvariable in
der Basis austauschen. Entweder kénnen wir damit alle kiinstlichen
Variablen aus der Basis entfernen und landen damit schlielich in
Fall (2a) oder es gilt

(Dg'A;); =0 fiir alle j € {1,...,n} N N und B; € B,. (12.9)

In diesem Fall kénnen wir die zu B, gehérenden Zeilen aus Az = b
streichen, denn

(D5'(A,b)), = (D5")i(A,b) =0.

Somit sind die Zeilen von (A,b) linear abhéngig und A hatte
nicht vollen Rang. Damit reduziert sich Az = b mit I := {i €
{1,...,m} : B; € By}, S :={1,....,m} \ I zu Ag.x = bg mit
reguldrer Matrix Dgp, = Agp,. Dariiber hinaus gilt fiir die
zugehorige Basislosung

B, = UB, = Dg’lebs >0

und Zy, = 0. Daher ist B, eine zuldssige Basis und damit das,
was wir erreichen wollten.
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Kapitel 13

Der duale Simplex-Algorithmus

Die Grundidee des dualen Simplex-Algorithmus ist es, den primalen Simplex-
Algorithmus 20| auf das duale Problem anzuwenden, ohne das primale Problem
explizit zu dualisieren. Historisch war die Entwicklung jedoch anders: Man
dachte zunéchst, man hétte ein neues Verfahren gefunden, bevor man den
obigen Zusammenhang erkannteE] Betrachten wir nochmals

und das zugehorige duale Problem

max b'y
y’z

st. Aly+z=c, (D)
z >0,

wobei wir das duale Problem durch Einfiihrung der Schlupfvariablen z fast
in Standardform iiberfithrt haben. Der einzige Unterschied zur Standardform
sind die fehlenden Vorzeichenbeschriankungen an die dualen Variablen y.

Wir gehen im Folgenden wieder davon aus, dass A vollen Zeilenrang hat,

d.h., Rang(A) = Rang(A") = m < n. Mit D = [AT, 1] € K™(m+7) erhilt

'Ein lesenswertes Interview mit Bob Bixby zur Geschichte der Entwicklung der Algo-
rithmen fiir LPs (und auch fiir gemischt-ganzzahlige lineare Probleme) konnen Sie bei
Kaibel u.a. [10] nachlesen.
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@ die Form

max b'y
Y,z
st. D <y> =,
z
z>0.

Eine Basis H des dualen Problems in @ hat also die Machtigkeit n mit
HC{1,2,....mym+1,...,m+n}.

Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir den (hier nicht bewiesenen)
néchsten Satz.

Satz 13.1. Sei A € K™*" mit vollem Zeilenrang und H eine zuléssige Basis
von @ Dann ist @ unbeschrinkt oder es existiert eine optimale Basis H*
mit {1,...,m} C H*.

Im Gegensatz zur Anwendung von Algorithmus [20[ auf (]ED haben wir bei
Anwendung des Simplex-Verfahrens auf @ die Besonderheit, dass nicht
alle Variablen Vorzeichenbeschriankungen unterliegen, da die y-Variablen im
dualen Problem freie Variablen sind. Satz sagt aus, dass wir 0. B.d. A.
davon ausgehen konnen, dass alle Variablen in y in einer optimalen Basis H
fiir @ enthalten sind.

Da |H| = n und y aus m Variablen besteht, muss H noch n — m Variablen

aus z enthalten. Wir bezeichnen mit N C {1,...,n} diese n — m Variablen
und mit B ={1,...,n} \ N die m Indizes fiir z, die nicht in der Basis sind.
Da (Ap)T
Ap 0
Dy =
v= |G n

reguliir ist, muss also auch (Ag)' reguldr sein. Also ist Ap reguldr. Zur
Vereinfachung der Notation schreiben wir im Folgenden A]—g, anstelle von
(Ap)T und fiir (Ay)" entsprechend AJ,. Nun gilt

D(Z) =¢, 2>0 < Aly+z=c¢, 2>0
= Apy+zp=cp, 25 >0,
Afy+av=cn, 2n 20 (13.1)
— y= AET(CB —2B),
ZN = CN — AI}AET(CB —2B),
zZn,zp > 0.
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Setzen wir die Nichtbasisvariablen aus zp = 0, so ist H (primal) zuléssig

flir @, falls

ZN = CN — A;AchB >0

gilt, was dquivalent dazu ist, dass B dual zuléssig ist. Man beachte auferdem,
dass H durch N und B eindeutig festgelegt ist. Daher ist es iiblich von einer
dual zulédssigen Basis B fiir (]ED zu sprechen und weniger von einer (primal)
zuléssigen Basis H fiir @

Betrachten wir also eine dual zuléssige Basis B (Beachte: B sind die Nicht-
basisvariablen im dualen Problem und N sind die Basisvariablen im dualen
Problem) mit

ZN = CN — ALA;TCB > 0,
ZB = 0
und wenden Algorithmus [20] auf @ an.

(1) BTRAN: Im primalen Simplex-Verfahren wurde hier §' Ap = ¢}, be-
rechnet. Im dualen entspricht dies

“Tr. (T T[Ap 0] _ 7
T Dp=(0b,0) < = [A; IN:| =(,0)
— zhAL +75A L =0T, 2§ =0,
<— Iy =0, AgTp = b,
<— zny =0, Tp = Aglb
(2) Beim Pricing berechnen wir die reduzierten Kosten. Als wir den primalen

Simplex auf das primale Problem angewendet haben, haben wir ¢y —
Aggj berechnet. Dies entspricht angewandt auf das duale Problem

Op — IgZp = —ZIpR.
Das Pricing basiert dann auf der Gleichung
b'y=>b" (A" (cg —2p)) =b" Az cp — (A5'D) T25.

Da (D) ein Maximierungsproblem ist, ist H (bzw. B) dual optimal
(bzw. B ist primal zulissig), falls A5'b = Z5 > 0 gilt. Andernfalls
wahlen wir einen Index B; mit Zp, < 0.

(3) FTRAN: Im primalen haben wir bei diesem Schritt das System Apw =
Aj gelost. Dies entspricht im dualen

w e; Ag 0 w\ (e
o) = () = [ al ()= 6)
— Afw=¢;und Ajw+ay =0

— Ajw=e¢; und ay = —Ajw.
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(4) Ratio-Test: Wir iiberpriifen, ob ay < 0 ist. Man beachte, dass das
Vorzeichen von w egal ist, da die y freie Variablen sind. Ist dies der Fall,
So ist @ unbeschrankt, d. h. das primale Problem ist unbeschrénkt.
Andernfalls setze

Z; z

yzjzmin{k:ozk>0, k:EN}
Qj Q.

mit j € N und «; > 0. Damit verldsst nun j die duale Basis H bzw.

tritt in die Basis B ein.

Dies zusammen ergibt Algorithmus [21]

Algorithmus 21 Der duale Simplex-Algorithmus

Eingabe: Eine dual zulassige Basis B und zy = ¢y — A]—l\—,AETCB > 0.
Ausgabe: Eine Optimallosung z fiir (P) bzw. eine Optimallosung g fiir das
zu (P) duale Problem (aber nicht in Standardform) bzw. eine Optimal-
losung g, zn, zp = 0 fiir (D) oder die Meldung das primale Problem (P)
unzuléssig bzw. das duale Problem (D) unbeschréinkt ist.
BTRAN: Lose AgTg = b.
Pricing:
if Zg > 0 then

return dual optimale Basis B, duale Optimallésung § = AETCB.
Wiéhle ein i € {1,...,m} mit zp, <0, d.h., B; verlésst die Basis B.
FTRAN: Lose Agw = ¢; und berechne ay = —A;w.
if ay <0 then

return “(D) ist unbeschrénkt und (P) ist unzuléssig.”

Ratio-Test: Berechne

fy:zj:min{zkzozk>0, kGN}
a4 (677

mit j € N und «; > 0. Die Variable j kommt in die Basis.
10: Update: Setze

v =2y —vyan, N=N\{j}U{Bi}, Bi=j, zB =19

11: Gehe zu Schritt 1.

Die Korrektheit von Algorithmus [21) und alle weiteren Konsequenzen gelten
geméfs der Abschnitte iiber das primale Simplexverfahren und der Dualitéts-
sétze. Dabei wird die Tatsache genutzt, dass Algorithmus [21] nichts anderes
ist als die Anwendung von Algorithmus [20] auf (DJ).
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Abbildung 13.1: Grafische Darstellung zu Beispiel [3§]

Beispiel 38. Wir betrachten das LP

min 2x1 + 9
xr

s.t. — 1 — T2 S —5,
—4xy — 29 < -1,
x1,72 2 0.

Die zulédssige Menge ist in Abbildung [13.1] dargestellt. In Standardform lautet
das LP

min  2x1 + o
T

1
s.t. —x1 — T2+ x3= 3

—dz1 —x2 t 14 = —1,

X1,T2,T3,T4 > 0.

Wir starten mit B = (3,4), N = {1,2}. Es gilt (mit ¢}, = (0,0)")

e )b () ()

Damit ist B dual zuléssig.

(1.1) BTRAN



(1.2) Pricing: Es gilt  #? 0. Wir wéhlen daher ¢ = 2 mit zp, = 74 = —1 < 0.
(1.3) FTRAN: Wir berechnen

Agw:eg <“— [(1) ﬂw:(?) — w:<(1)>

== 1} ()= (1) = (o)

(1.4) Ratio-Test: Wir berechnen

inl2 2 L mit j =1
=min< -, - p = = =1
v 11 B J

und

(1.5) Update

(2.1) BTRAN: Wir berechnen
o == ()
- ()G =)0

(2.2) Pricing: Es gilt Zp # 0 und wir wihlen ¢ = 1 mit zp, = I3 = —1/4 < 0.
(2.3) FTRAN: Wir berechnen

Apw = e <> [_11 _04}7“”: <é> — YT (‘11/4)

ay = —Afw = B _11} <_11/4> N Gﬁ) '

(2.4) Ratio-Test: Wir berechnen

. [1/2 1)2 2 o
= —_— == tg=2.
o mln{3/4,1/4} 3 mit j

und
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(2.5) Update:

()13
N={3,4}, B=(21), 2 —z— ;

(3.1) BTRAN: Noch einmal . ..
o e ()
= o=(3)- () =-()-0)

(3.2) Der Pricing-Schritt ergibt schlieflich, dass Zp > 0 gilt und
f1:1/6, 52:1/3

optimal ist.
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Kapitel 14

Sensitivitatsanalyse 11

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten A, b und c eines linearen
Problems der Form fest vorgegeben sind. Héufig ist es jedoch der Fall,
dass sich diese Daten im Lauf der Zeit d&ndern, wenn Bedingungen und/oder
Variablen hinzukommen und damit ein sehr &hnliches Problem wie das
vorherige gelost werden muss. Gehen wir einmal davon aus, dass wir bereits
ein lineares Problem der Form @

min ¢z
xT
s.t. Ar =0,
x>0

gelost haben und eine optimale Basis B mit der Losung zp = A;b und
Zn = 0 kennen. Wir wollen nun folgende Anderungen des linearen Problems
betrachten und uns iiberlegen, wie wir ausgehend von B moglichst schnell
eine Optimallosung des modifizierten Problems finden kénnen:

1. Anderung der rechten Seite b,

2. Anderung der Zielfunktion c,

3. Anderung eines Eintrags in der Matrix A,

4. Hinzufiigen einer neuen Spalte bzw. Variablen,

5. Hinzufiigen einer neuen Zeile bzw. Nebenbedingung.

Den Fall einer Anderung der rechten Seite b haben wir bereits in Abschnitt
behandelt.
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Anderung der Zielfunktion

Der Zielfunktionsvektor ¢ dndert sich zu ¢é. Dann ist B weiterhin primal zulés-
sig, da xp = Aglb unverindert bleibt. Wegen der Anderung der Zielfunktion
andern sich die reduzierten Kosten zu

ZN = CN — A%AETéB.

1. Fall: Zy > 0. Die Basis bleibt demnach auch dual zuléssig, somit bleibt B
optimal. Der Zielfunktionswert @andert sich eventuell.

2. Fall: 34i € N : z; < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zuléssig, also ist B
nicht mehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal
zuldssiger Basis gestartet werden.

Anderung eines Eintrags in der Matrix A in einer
Nichtbasisspalte

Die Basis B bleibt primal zuléssig, da g = Aglb unverdndert bleibt. Auf-
grund der Anderung in der Nichtbasisspalte A zu A (j € N) éndern sich
die reduzierten Kosten beziiglich j zu

Zj =cj— C%Aglﬁ.j.
1. Fall: Z; > 0. Die Basis bleibt demnach dual zulédssig, somit bleibt B optimal.

Der Zielfunktionswert andert sich nicht.

2. Fall: z; < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zuléssig, also ist B nicht mehr
optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal zuléssiger
Basis gestartet werden.

Bei einer Anderung der Matrix in einer Basisspalte ist keine Vorhersage
moglich, da sich sowohl die Basislosung Zp als auch die reduzierten Kosten
andern.

Hinzufiigen einer neuen Variablen

Eine neue Variable ;41 mit Vorzeichenbeschrankung z,1 > 0, Zielfunktions-
koeflizient ¢;,41 € R und Spalte A. ;1 € R” wird zum Problem hinzugefiigt.

Wir fiigen @, zu den Nichtbasisvariablen hinzu, also N = N U {n + 1}.
Die Basis bleibt primal zuléssig, da g = A;lb unverandert bleibt. Fiir x,11
erhalten wir die reduzierten Kosten

> T 4—1
Zn+1 = Cn41 — CBAB A-,n—i—l-
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1. Fall: Z,,41 > 0. Die Basis bleibt demnach dual zuléssig, somit bleibt B
optimal. Der Zielfunktionswert &ndert sich nicht.

2. Fall: z,+1 < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zulassig, also ist B nicht
mehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal
zuléssiger Basis gestartet werden. Im ersten Schritt wird die neue Variable in
die Basis aufgenommen, da die reduzierten Kosten fiir alle anderen Variablen
unverdndert (d.h. nicht negativ) bleiben.

Hinzufiigen einer neuen Nebenbedingung

Dieser Fall wird insbesondere bei der Losung ganzzahliger Optimierungspro-
bleme von Bedeutung sein, die in den Vorlesungen Diskrete Optimierung I &
IT betrachtet werden.

Wir fligen dem obigen LP also die neue Ungleichung
Am—i—l,u%' > byt

hinzu und unterscheiden die folgenden Félle.

1. Fall: Falls unsere alte Losung Z auch diese neue Ungleichung erfiillt, ist
nichts zu tun.

2. Fall: Die Ungleichung ist nicht erfiillt. Das heifst, unsere alte Basis B ist
primal unzuléssig fiir das neue Problem

min ¢’z
X
s.t. Azr =0,
Am+1,-x > by,
x > 0.

Wir fithren eine neue Schlupfvariable x, 1 > 0 ein, die wir direkt in die neue
Basis B’ aufnehmen. Die neue Basismatrix zur Basis B’ hat die Form

Ap 0
€ Rm+D)x(m+1).
|:Am+1,B —1]

Die zugehorige inverse Basismatrix lautet dann

‘11_31 0 :| (m+1)x(m+1)
_ ek
[AerLB’AB1 -1
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und es gilt

P Ag' 0 b
P A1, s A —1] \bim
~(hns a2 )

A1 BAGD — by

_ B
Aerl,Bi'B - bm+1 ’

wobei zwar g > 0, aber auch A,, 1, BTp—bm4+1 < 0 gilt, da wir angenommen
haben, dass Z nicht zuléssig fiir die neue Ungleichung ist. Das heifst, die neue
Basis B’ ist nicht primal zuléssig. Sie ist aber dual zuléssig, denn es gilt

T TAl AN
NTEBEE \ Ay
m ’

ARt 0 A
T T B N
=on = (5, 0) |:Am+1,BABI —1] (Am+1,N>

AG' A
_ T T B AN
=cy — (cp,0 _
v = (e50) [Am+1,BA31AN - Am—i—l,N}
=cN— c;AglAN > 0.
Wir kénnen daher mit dem dualen Simplex-Algorithmus starten und erhalten

entweder eine Optimallésung oder aber die Meldung, dass das duale Problem
unbeschrankt ist und somit gilt fiir das entsprechende Polyeder

() 60)

Im zweiten Fall hat die Hyperebene A,, 1.2 = by,41 einen leeren Schnitt mit

P(A,b).
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Teil I11

Exkurs: Gemischt-ganzzahlige
lineare Optimierung
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Kapitel 15

Branch-and-Bound

Wir wollen in diesem letzten Kapitel einen kurzen Ausblick geben auf Verfah-
ren zur Losung von (gemischt-)ganzzahligen linearen Optimierungsproblemen.
Dabei handelt es sich um Probleme, die ebenfalls durch eine lineare Zielfunk-
tion und lineare Nebenbedingungen beschrieben werden konnen, die aber
zuséatzlich noch fiir alle oder einen Teil der Variablen Ganzzahligkeitsbe-
dingungen enthalten. Werden an alle Variablen Ganzzahligkeitsforderungen
gestellt, so nennt man das Problem ein ganzzahliges lineares Problem (kurz:
IP oder ILP)EI Werden dahingegen Ganzzahligkeitsbedingungen nur an einen
Teil der Variablen gestellt, so spricht man von einem gemischt-ganzzahligen
linearen Problem (kurz: MIP oder MILP)[]

Moderne MIP-Loser benutzen im Kern ein Verfahren, das unter dem Namen
“Branch-and-Cut” bekannt ist. Wir besprechen hier kurz die Grundziige das
dem Branch-and-Cut zugrunde liegenden “Branch-and-Bound”-Verfahren.
Dieses zuerst von Land und Doig [13]| beschriebene Verfahren (auch wenn
es in dem zitierten Artikel noch nicht so genannt wurde) bildet heute das
Grundgeriist aller modernen MIP-Loser.

Im Kern ist es ein enumeratives Verfahren, d. h., es zahlt die Losungen der
Reihe nach auf. Der Trick dabei ist, das Aufzihlen so zu organisieren, dass
wir moglichst vermeiden konnen, wirklich alle Losungen zu enumerieren.

Wir diskutieren das Verfahren der Einfachheit halber fiir 0/1-IPs an — also

TP und ILP stehen fiir “integer program” bzw. “integer linear program”.
2MIP und MILP stehen fiir “mixed-integer program” bzw. “mixed-integer linear pro-
gram”.
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fir Probleme der Form

T

max ¢ x
s.t. Az <, (15.1)
xz € {0,1}"

Da wir spéter Probleme 16sen wollen, bei denen gewisse ganzzahlige Variablen
fixiert sind, fithren wir gleich die dafiir notwendige Notation ein:

max ¢ x
x
s.t. Az <b,
z € {0,1}", (15.2)

;=0 firalleie Z,
z; =1 firalleie O.

Das Problem ist dann einfach der Spezialfall, bei dem Z = O = () gilt.
Um eine sinnvolle Reihenfolge zu erhalten, in der wir die Losungen aufzéhlen,
betrachten wir die sogenannte LP-Relazierung des Problems. Das bedeutet,
wir ignorieren die Ganzzahligkeitsbedingung und erhalten

T

max ¢ X
s.t. Az <b,
z e [0,1]", (15.3)

;=0 firalleie Z,
z; =1 firalle: e O.

Wir schauen uns nun die zwei Hauptideen des Algorithmus an, die wir jeweils
als Lemma formulieren.

Lemma 15.1. Es seien Z,0 C {1,...,n}. Ferner sei z1p der Zielfunktions-
wert einer Optimallésung der LP-Relaxierung und zrp der Zielfunkti-
onswert von , wenn sie jeweils existieren und —oco wenn nicht. Dann
gilt

21p < ZLp-
AuRerdem gilt, dass aus der Unzuléssigkeit der LP-Relaxierung die
Unzulassigkeit von folgt.

Dieses Lemma ist zentral: Wenn wir die LP-Relaxierung 16sen, konnen wir
damit eine korrekte Abschétzung des Zielfunktionswerts des IPs angeben
oder sogar die Unzuldssigkeit des IPs zertifizieren.

Jetzt noch die zweite Beobachtung.

183



Lemma 15.2. Esseien Z,0 C {1,...,n}. Ferner sei x € {0, 1}" zuléssig fur
@ mit den Mengen Z,0 und i € {1,...,n}. Dann ist = zuldssig entweder
fiir (15.2) mit den Mengen (Z U {i},O) oder zulissig fiir (15.2) mit den
Mengen (Z,0 U {i}).

Diese beide Behauptungen zusammen ergeben auch den Namen des Verfah-
rens. Das Lemma [I5.1] erlaubt uns den Zielfunktionswert zu beschranken
(“bound”) und Lemma erlaubt uns das Problem in Teilprobleme zu
zerlegen (“branch”). Das Ganze fithrt zu Algorithmus 22|

Algorithmus 22 Branch-and-Bound fiir 0/1-IPs.
1: £+ —oco und Q « {(0,0)}.
2: while Q # () do
3: Wiéhle ein (Z,0) € Q und setze Q < Q \ {(Z,0)}.

4: Lose die LP-Relaxierung mit Z und O.

5: if LP-Relaxierung mit Z und O ist unzuléssig then
6: Gehe zu Schritt 2.

7 Setze & auf die Optimallésung der LP-Relaxierung.
8: if ¢z < ¢ then

9: Gehe zu Schritt 2.

10: if 7 ist ganzzahlig then

11: Setze * < &, £ < ¢'z* und gehe zu Schritt 2.

12: Wiéhle ¢ mit z; ¢ {0,1}.
13: Setze Q < QU {(ZU{i},0),(Z,0U{i})}.
14: if £ > —oo then

15: return Optimallosung z*.
16: else
17: return “Das Problem ist unzuléssig.”

Grob gesprochen kann man das Verfahren wie folgt verstehen: Wir betrachten
eine Relaxierung (am Anfang die LP-Relaxierung) und verstéirken sie durch
Branching. Die neue Schranke ist einfach das Maximum iiber die Schran-
ken aller Teilprobleme. Es gibt aber noch andere Methoden, die Schranke
zu verbessern; wir kénnen Ungleichungen hinzufiigen, die die Relaxierung
verstirken, sogenannte Schnitte (“cuts”). Wenn wir dies systematisch tun, er-
halten wir das tatséchliche Verfahren der MIP-Léser (“Branch-and-Cut”). Die
Details dieses Verfahrens lernen Sie in den Vorlesungen Diskrete Optimierung
1 & 2 kennen.

Wir kénnen dieses Verfahren auch auf MIPs verallgemeinern, bei denen wir
“x; € {0,1}” durch “x; € X; C Z” ersetzen und auch kontinuierliche Variablen
zulassen. Der Ubergang von 0/1-Problemen zu Problemen mit allgemeinen
diskreten Variablen sorgt beim Branching-Schritt dazu, dass wir nicht mehr
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Variablen fixieren, sondern Ungleichungen z; < n oder z; > n + 1 den neu
erzeugten Teilproblemen hinzufiigen. Die Analyse des Verfahrens ist dann
etwas komplizierter, da auch noch zu berticksichtigen ist, dass die zuléssige
Menge unbeschrankt sein kann. Diese Variante und viele der kleinen und
groken Tricks, die das Verfahren praxistauglich machen, sind Thema der
Veranstaltungen Diskrete Optimierung I & II. So spielt es aus praktischer
Sicht eine grofe Rolle, welche Variable x; wir zum Branching wéhlen und
welches Teilproblem (Z,0) wir auswéahlen. Dies dndert aber nichts daran,
dass wir (im 0/1-Fall) im schlimmsten Fall alle 2" Varianten durchtesten
miissen.
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