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Gruppeniibungen

Aufgabe 1. (Duale Programme) (0 Punkte)

Gegeben sei das folgende lineare Problem

min Tx; — 6z, + bry — 2x4 + 3xj
S.t. X1 —+ 31‘2 —+ 52?3 — 2504 —+ 21‘5 = 4
dry 4+ 229 — 223 + x4 + x5 < 3
2¢1 + 4x9 + 4x3 — 24 + bxs < 5 (P)
3r1 + To + 2x3 — xy — 2x5 < 1
T1,..-,24 Z 0
5 frei

Formulieren Sie das zu (]E) duale Problem.

Losung:

(P) lautet in natiirlicher Form (hiermit ist nicht die Standardform gemeint, sondern nur, dass Un-
gleichungen in der Form > vorliegen (bei Maximierungsproblemen <))

min Tx1 — 6x2 + bxry — 2x4 + 35
s.t. Ty 4+ 32 + OSxz3 — 224 + 225 = 4
—4dxr; — 2x9 + 2x3 -— T4 — x5 > —3
(P) —2x1 — 4z — 4dx3 + 224 — Dbxs > =5
—3931 - ) - 21‘3 + T4 + 2175 Z -1
Ti,...,x4 > 0
s frei

Das Duale Problem (D) lautet nach den Transformationsregeln (siehe Tabelle 11.1) somit

max dqu; — 3us — bugz — ug
s.t. Uy — 4UQ — 2’U3 — 3U4 S 7
3u1 — 2“2 — 4U3 — Uyg S —6
(D) 5U1 + 2U2 - 4U3 - 2?,64 S 5
—2u1 — us 4+ 2uz + ug < =2
21 — us — bdug + 2uy = 3
uy frei, ug,...,uqg > 0.

Aufgabe 2. (Dualitét und komplementérer Schlupf) (0 Punkte)



Gegeben sei das folgende lineare Problem

max 7xy + 6xo + dx3 — 224 + 325

s.t. x1 4 3xo 4+ g — 224 4+ 205 < 4,

41 + 209 — 223 + x4 + 5 < 3,

211 + 4ao 4+ dx3 — 224 4+ By < 5,

3:171+I‘2+21‘37117472135§1,

xl,...,$520.

(i) Formulieren Sie das zu duale Problem.

(ii) Priifen Sie mithilfe des Satzes vom komplementéiren Schlupf,

Optimallésung von (]ED ist.

Losung:

(i) Das duale Problem zu (P) lautet:

min 4uq

s.t. Ul

3’LL1

(D) 5U1
—QU1

2’[1,1

++ 0+ ++

3UQ
4’LL2
2’[1,2
2’(1,2
U2
u2

+o+ A+t

5U3
27.L3
4U3
4U3
QU3
5U3

|+ + 4+

ULy

ob z = (0,4/3,2/3,5/3,0)7 eine

Uy
3U4
Uy
2’IL4
Uyq
2U4
, Ug
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(ii) In z = (0,2, 2,3,0)7 sind die erste, zweite und vierte Nebenbedingung von (P) aktiv, die dritte

139393

Ungleichung ist inaktiv. Wenn z optimal fir (P) ist, gilt laut Satz vom schwachen komplementéren
Schlupf (Satz 11.10) fiir eine Optimalldsung @ von (D): ug = 0. Da Z3,%3,Z4 > 0, miissen in
(D) die zweite, dritte und vierte Ungleichung aktiv sein. Zusammen mit a3 = 0 ergibt dies das

Gleichungssystem

3uy + 2ug + uy
duyp — 2ug + 2uy

—2u1 4+ ug — uy

Die eindeutige Losung hiervon ist w1 = ug = uyq = 1.

Die so errechnete Losung (uq, . . .,

6
)
-2

ug) = (1,1,0,1) ist jedoch fiir (D) nicht zulédssig, da sie die fiinfte

Ungleichung von (D) nicht erfiillt. Daher kann auch Z nicht optimal fiir (P) sein.

Aufgabe 3. (Eine weitere Variante des Farkas-Lemmas)

(0 Punkte)

Beweisen Sie: Es seien A € R™*" und b € R™. Dann hat genau eines der beiden folgenden Syste-

me

Az < b,

und

y A>0,

eine Losung.

Losung:

x>0

y >0,

Mit der Einheitsmatrix I € R"*™ und dem Nullvektor 0 € R"™ definieren wir A’ = (AI) und

b

’_
b_O

Offensichtlich hat das System Az < b, x > 0 genau dann eine Losung, wenn das System A’z < b eine
Losung hat. Dies ist nach Farkas Variante (Korollar 11.6) genau dann der Fall, wenn

ATy =0,y>0bTy<0



keine Losung hat. Dieses System lésst sich auch schreiben als

(AT, -I)y =0,y >0, (b",0)y < 0.
Mit y = (y1,92)T € R™T" ist dieses System dquivalent zu

ATyr —ya =0, 41,52 > 0, b7y1 <0

oder auch
ATy, >0, y1 > 0,07y, < 0.

Haustibungen

Aufgabe 4. (Starker komplementérer Schlupf) (4 Punkte)

Gegeben sei das folgende lineare Problem

-1 0 0

.. | 0 -1 10 (-1
mit A = 1 , b= 1 undc< >

1 1 3

Finde fiir (P) und sein duales Problem (D) ein Paar von Optimalldsungen Z, %, in der die Aquivalenzen
des Satzes vom starken komplementéren Schlupf (Satz 11.12) gelten, und ein Paar von Optimallésung
2,7, in der die Aquivalenzen nicht gelten. Gib z,7 und 2,4 an.

Losung:

Optimallgsungen von (P) liegen in der Menge { <(1)) +A- (_11) ,A €0, 1]}

Seien T = <8’ g) und Z = <(1)> Wir zeigen nun, dass der Satz vom starken komplementéren Schlupf in &

erfillt ist und in & nicht erfillt ist.

(D) hat die Form

min b7y
st. ATy=c
y=>0

Nach dem starken Dualitdtssatz wissen wir, dass, wenn (P) eine endliche Optimallésung hat, ebenfalls (D)
eine endliche Optimallésung besitzt und dass die Zielfunktionswerte iibereinstimmen. Der Zielfunktionswert

von (P) ist (—1,-1) - <(1)) =(-1,-1)- (8’2) = —1. Daraus folgt, dass der Zielfunktionswert von (D)

ebenfalls -1 sein muss:

Y1
bTy = (0,0,—1,3) - Zf} = —y3+ 3y, = —1. (1)
Ya

Der Satz vom starken komplementédren Schlupf sagt aus, dass

Y, >0 & A, x =0



Fiir z gilt:

-1 0 -0,5

_ 0 -1 0,5\ [ -0,5
Ar=1_1 (0,5) - -t

1 1
Dies bedeutet, dass A1.Z7 < by, A2.T < by, A3.T = bz und A4.T < by. Woraus mit dem Satz vom schwachen
komplementéren Schlupf (Satz 11.10) folgt, dass g7 = y2 = y4 = 0. Nach gilt: —y3 + 3yy4 = —1, woraus
sich y3 = 1 ergibt. y = (0,0, 1,0) ist zuléssig fir (D) und der Satz vom starken komplementéren Schlupf
ist hier erfiillt.

Fiir  gilt:
-1 0 0

o —1f oy _ [
Ar=1 (1) “ 1
1 1

Dies bedeutet, dass A1.2 = by, As.& < by, A3.Z2 = b3 und A4 % < by. Woraus folgt, dass 9o = 34 = 0. Nach
gilt: —y3 + 3ys = —1, woraus sich g3 = 1 ergibt. Fiir 4 ergibt sich aus den Nebenbedingung von (D)
die Gleichung

—Y1 — Y3 +ya=—1
Woraus y; = 0 folgt. Der Satz vom starken komplementéren Schlupf ist hier also nicht erfiillt, dafiir miisste

11 > 0 gelten. Die Konstruktion zeigt, dass fiir & iiberhaupt keine zugehorige duale Losung existiert, die
den Satz vom starken komplementéren Schlupf erfiillt.

Alternative Vorgehensweise: Das duale LP (D) hat die eindeutige Optimallésung y = (0,0, 1,0). Fur
Z,y und Z,y iiberpriifen wir jeweils, ob der starke komplemtére Schlupf erfillt ist.

Aufgabe 5. (Okonomische Interpretation der Dualvariablen) (14141 Punkte)

Ein Forster ist fiir die Bewirtschaftung von 100 Hektar Eichenbestand verantwortlich. Die Eichen
zu féllen und die Fliche selbst regenerieren zu lassen wiirde pro Hektar 10€ Sofortkosten verursachen
und einen Ertrag von 50€ pro Hektar bringen. Eine andere Moglichkeit wére es, die Eichen zu féllen
und die Flache mit Kiefern zu bepflanzen. Dadurch wiirden 50€ Sofortkosten pro Hektar anfallen und
ein Ertrag von 120€ pro Hektar entstehen. Ungliicklicherweise kann die profitablere zweite Moglichkeit
nicht fiir die Gesamtfliche von 100 Hektar angewandt werden weil nur 4000 € fiir die Sofortkosten zur
Verfiigung stehen.

(i) Formulieren Sie das Problem als lineares Problem und geben Sie eine Optimallosung an.
(ii) Formulieren Sie das duale Problem zu Aufgabe (i) und geben Sie eine Optimalldsung an.

(iii) Angenommen, der Forster kénnte ein Darlehen fiir weitere 1000€ Sofortkosten bekommen. Bis zu
wie viel Cent Zinsen pro geliehenem € wére das Darlehen eine gute Alternative?

Losung:

(i)
max 40x; + 70x9

s.t. r1 + T < 100
101 + 50xy < 4000
T1,T2 2> 0

Als eine Optimallosung erhalten wir ] = 25, x5 = 75 mit Zielfunktionswert 6250 €.

(i)
min  100y; + 4000y,

s.t. Y1+ 10y > 40
1+ 50y, = 70
y1,92 = 0



Als eine Optimallésung erhalten wir y7 = 32.5, y5 = 0.75 mit Zielfunktionswert 6250 €.

(iii) Ausschlaggebend ist hier der Wert der Dualvariablen 3. Das Darlehen wére eine gute Alternative
bis zu 0.75€ Zinsen pro geliechenem €. Bzw. wiirde man die Sofortkosten von 4000 € auf 4001 €
erhohen, dann wiirde sich der Zielfunktionswert um 0.75€ verbessern. Die Dualvariablen werden in
diesem Zusammenhang auch als Schattenpreise (engl. shadow prices) bezeichnet.

Aufgabe 6. (Sensitivitidtsanalyse) (24-2+2 Punkte)

Wir betrachten das folgende lineare Optimierungsproblem:
max 2z + 5x9
x

s.t. 3931 + a9 < 6,
3x1 4 3x9 < 15, (P)
T1 + 219 < 8,
z1,m2 20
1. Zeigen Sie mithilfe des dualen Problems, dass & = (0,4) optimal fiir ist.
2. Wir betrachten nun fiir kleine Ab = (Aby, Aby, Abs) € R? das gestérte Optimierungsproblem

max 2z + dxo

y

s.t. 3x1 + a9 <6+ Aby,
3x1 + 3wy < 15 + Aby, (G)
1 + 220 < 8+ Abg,
Ty, 29 > 0.

Bestimmen Sie, wie in Kapitel 11.7 (Sensitivitdtsanalyse), fiir hinreichend kleine Ab eine Optimall6-
sung und den optimalen Zielfunktionswert des gestérten Problems.

3. Sei U := {z € R? | [|z] oo < p} mit p > 0. Bestimmen Sie das gréBtmdgliche p, sodass man fiir alle
Ab € U mithilfe von # aus Teilaufgabe [1] eine optimale Losung des gestorten Problems erhalten
kann. Hierbei bezeichne || - || die Maximumsnorm: ||z s := max(|z1], ..., |z,]) fur z € R™.

Losung:

1. Das duale Problem lautet:

min 6y + 15y2 + 8ys

y

s.t. 3y1 +3y2 +ys > 2, (D)
y1 + 3y2 + 2y3 > 5,
y1,Yy2,y3 > 0.

Wir nutzen den Satz vom komplementéren Schlupf:

Angenommen z wére optimal fiir das primale Problem. Die ersten beiden Ungleichungen des
primalen Problems werden von x strikt erfiillt, also sind die zugehorigen Dualvariablen in der
optimalen Duallésung 4 gleich 0. Auflerdem erfiillt § die zweite Ungleichung im dualen Problem
wegen o = 4 > 0 mit Gleichheit. Damit folgt:

- (00.)

Wie man leicht nachrechnen kann, ist y dual zuléssig und hat einen Zielfunktionswert von 6 - 0 +
15-0+8- % = 20. Dieser stimmt damit mit dem Zielfunktionswert von & iiberein, weswegen T eine
primale und y eine duale Optimallésung sein muss.



2. Wir fithren zunéchst Schlupfvariablen in das primale

max (25000)3:

x

31 1 00 6
s.t. 33010 |z=|[ 15 (S)
1 2 0 0 1 8
x>0,
und das gestorte Problem
max (2 5 0 0 O)x
31100 6 + Abq
s.t. 3301 0 |o=][ 15+Ab, (GS)
1 200 1 8 + Abs
xz > 0.

ein.

Aus der ersten Teilaufgabe folgt, dass B = (2,3, 4) eine optimale Basis und z* = (0,4, 2, 3,0) eine
optimale Losung fiir ist. Wir betrachten den Vektor

~=()=(2)+ (%)
Ty T 0

der wegen z3; > 0 fiir hinreichend kleine Ab eine zuléssige Basislosung fiir (GS)) ist. Da der Vektor
2y =cn — AN(AL)tep > 0 der reduzierten Kosten fiir unabhéngig von b ist, ist dies auch der
Vektor der reduzierten Kosten fiir (GS)), weswegen z'* optimal fiir (GS) ist.

0 0 1
Mit Agl = % 2 0 —1 | erhalten wir also die folgende Optimallésung fiir (GS)):
0 2 -3

i 1 1 3
7 = (o,4+ 56,2+ Aby = 2 Aby, 3+ Aby - 5Ab3,0).

Also ist 7' = (0,4 + %Abg) eine Optimallésung des gestorten Problems mit Zielfunktionswert
20 + 3 Abs.

3. Damit Z'* zuléssig ist, muss Z'* > 0 sein (VAb € U). Daher muss gelten:

1 1
SAby> —=p> 4
9 3 = 2/)_

1 1 3

Aby — =Aby > —p——p=——p> -2

by > by > —p 5P 5P =

3 3 5

CZAb > —p—p=—"p>—

Abg 2Ab37 1% 2p 2p7 3

Daraus ergibt sich

4 6
<8 A p< = A p<-=

also konnen wir p = g wéhlen. Dies ist auch das maximale p, da z'* fiir p > g und Ab = (0, —p, p)
im vierten Eintrag echt kleiner 0 ist bzw. z’ die zweite Ungleichung des gestorten Problems nicht
erfiillt.

Aufgabe 7. (Optimallésungen) (24241 Punkte)

Betrachte das lineare Optimierungsproblem max{c’z | Az < b} mit

-2 1 3
-2 -1 -3
A= -1 =2’ b= -3
1 -2 3

Fiir welche Vektoren ¢ € R? hat das lineare Problem



1. genau eine Optimallésung,
2. unendlich viele Optimallésungen,
3. keine Optimallésung?
Gib eine Ungleichung a”z < o (mit a € R”, o € R) an, sodass das lineare Problem
max{c’z | Az < b,a’z < o}

fiir jedes ¢ € R? mindestens eine Optimalldsung hat.

Losung:

Die zuléssige Menge ist in Abbildung [1f dargestellt.

Abbildung 2: Die zuléssige Menge des modifizierten linearen Optimierungsproblems.

In der anschlieBenden Musterlosung wird auf einige Begriffe aus der Polyedertheorie Bezug genommen,
die Sie so in der Vorlesung noch nicht gehért haben. Aus diesem Grund haben wir die entsprechenden
Definitionen nachfolgend angegeben. Mehr Details zu Polyedertheorie erfahren Sie in den Vorlesungen
Diskrete Optimierung I+11.

Definition 0.1 (Giiltige Ungleichung, Seitenfliche, Facette). Seien ¢ € K™ ein Vektor und v € K. Wir
sagen, dass die Ungleichung

c'x <%
giiltig fiir S C K™ ist, falls ¢"x < ~ fiir alle z € S gilt.
Sei P C K™ ein Polyeder. Eine Menge F' C P heifit Seitenfliche von P, wenn es eine fiir P gultige
Ungleichung ¢ 2 < v gibt, so dass

F=Pn{zecK":c'z =1}

Eine nichttriviale Seitenfliche I’ des Polyeders P C K™ heifit Facette, wenn F' nicht strikt in einer echten
Seitenfliche von P enthalten ist.



Definition 0.2 (Konische Kombination). y € K" ist eine konische Kombination von z1,...,z, € K",
falls \; >0, j = 1,...,q existieren mit y = >1_, \;;.

1. Das lineare Optimierungsproblem hat genau dann eine eindeutige Optimallésung, wenn diese in
einer der drei Ecken (0,3), (1,1), (3,0) angenommen wird. Im Allgemeinen ist eine Ecke p die
einzige Optimallosung eines linearen Optimierungsproblems genau dann, wenn ¢ eine echte konische
Kombination der Normalenvektoren aller Facetten ist, die p enthalten.

Die Ecke (0,3) ist in den Facetten enthalten, die durch die Ungleichungen —2z1 + z2 < 3 und
—2x1 — 9 < —3 definiert werden. Die zugehorigen Normalenvektoren sind (—2,1) und (-2 — 1).
Daher ist (0,3) genau dann die eindeutige Losung des LPs, wenn

TG G v

Analog ergibt sich: Die Ecke (1,1) ist genau dann die eindeutige Losung des LPs, wenn

ST G RCH Ve

Die Ecke (3,0) ist genau dann die eindeutige Losung des LPs, wenn

SINCH GV B

Daher hat das lineare Optimierungsproblem genau dann eine eindeutige Lésung, wenn

c € MjUMsyUMs.

2. Das lineare Optimierungsproblem hat genau dann unendlich viele Optimallésungen, wenn ¢ senkrecht
auf einer Seitenfliche von P(A,b) steht, deren Dimension grofier gleich 1 ist.

In diesem Beispiel gibt es genau fiinf solcher Seitenflichen ndmlich die vier Facetten, deren definierende
Ungleichungen gerade die Ungleichungen sind, die das Polyeder definieren (bzw. Vielfache davon),
sowie das Polyeder selber.

Daher hat das LP genau dann unendlich viele Optimallésungen, wenn

P e () o p ) e () oo

3. Das lineare Optimierungsproblem hat dann keine Optimallésung, wenn ¢ nicht eine der in [I] oder [2]
beschriebenen Bedingungen erfiillt.

Um zu garantieren, dass das Problem immer mindestens eine Optimallésung hat, muss sichergestellt
werden, dass die zuldssige Menge kompakt, aber nicht leer ist. Dies kann zum Beispiel durch Hinzufligen
der Ungleichung x; 4+ 2o < 6 geschehen (siehe Abbildung .

Gruppe 1: Abgabe der Hausaufgaben am 06.02.2018 in der Ubung.
Gruppe 2+3: Abgabe der Hausaufgaben am 07.02.2018 in der jeweiligen Ubung.



