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Der einfach getypte \-Kalkil (\—) EAU

Definitionen

Sei V eine Menge von Typvariablen a, b, etc. und B eine Menge von Basistypen, etwa Bool, Int. Die

Grammatik fir Typen a, 3, . . . ist dann
a,fr=albla—p (beB,acV)
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Grammatik fir Typen a, 3, . . . ist dann
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Im Gegensatz zur Applikation von A-Termen, welche links-assoziativ ist (also add 5 3 = (add 5) 3), ist der
Funktionspfeil rechts-assoziativ, alsoa — 6 — v=a — (8 — 7)
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Der einfach getypte \-Kalkil (\—) EAU

Definitionen

Typen

Sei V eine Menge von Typvariablen a, b, etc. und B eine Menge von Basistypen, etwa Bool, Int. Die

Grammatik fir Typen a, 3, . . . ist dann
a,fr=albla—p (beB,acV)

Im Gegensatz zur Applikation von A-Termen, welche links-assoziativ ist (also add 5 3 = (add 5) 3), ist der
Funktionspfeil rechts-assoziativ, alsoa — 6 — v=a — (8 — 7)

Ein (Typ-)Kontext ist eine Menge
I'={xyiaq;...;%: Qp}
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Der einfach getypte \-Kalkil (\—) EAU

Definitionen

Typisierung

Wirlesen I' =t : o als ,im Kontext [" hat der Term t den Typ o und definieren diese Relation wie folgt:
A _ i I'x —a]-t:p
(mka:auiﬂz)(%»FFAxha—+ﬁ

I'Ft:a— I'Fs:«
(—e) :
I'Fts:p
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Aufgabe 1 EAU

Typprufung einfach getypter Terme

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen zutreffen, indem Sie jeweils eine korrekte Typherleitung angeben.
1.x:int,add : int — int — int - Ay.add x (add x y) : int — int
2.F Xxy.x:a— 8 — «,fir alle Typen «,

Typisierung

Wirlesen I' =t : o als ,im Kontext [" hat der Term t den Typ o und definieren diese Relation wie folgt:

A _ i I'x —a]l-t:p
(X)Fl—x:oz(x'&E ) (_>i)F|—)\x.t:a—>ﬁ

I'Ft:a—p I'Fs:a
I'ts:f

(—e)
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=AU

Funktionale Sprachen fugen weiterhin dem A-Kalkll eingebaute Typen (built-in types) hinzu und erlauben
auch die Definition von benutzerdefinierten Typen (user-defined types). Diese Typen konnen jedoch
prinzipiell allesamt unter Einsatz der sogenannten Church-Kodierung direkt im A-Kalkil kodiert werden.

Wir werden uns auf dem kommenden Ubungsblatt noch genauer mit derartigen Typen befassen, in diesem

Ubungsblatt soll es zunéchst nur um die \-Terme selbst gehen. Die beiden Wahrheitswerte und die
Fallunterscheidung werden etwa als A\-Terme wie folgt definiert:

true = Ax y. X
false = Ax y. y
ite = Ab xy. b xvy
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Aufgabe 2 EAU

Church-Kodierung von Booleans

Wir kodieren Booleans als A-Terme wie folgt:

true = Ax y. X
false = Ax y. y
ite = Ab xy. b xvy

1. Zeigen Sie, dass flr alle A-Terme s und t gilt:
itetrue st —; s ite false s t —; ¢
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Aufgabe 2 EAU

Church-Kodierung von Booleans

Wir kodieren Booleans als A-Terme wie folgt:

true = Ax y. X
false = Ax y. vy
ite = Ab xy. b xvy

1. Zeigen Sie, dass flr alle A-Terme s und t gilt:

ite true st —>; S ite false s t —>g t

2. Vervollstandigen Sie die folgenden Funktionsdefinitionen, so dass sie boolesche Negation, Konjunktion,
exklusives Oder und Implikation berechnen:

bot = Ab. ...

and = )\b1 b2 . e
Xor = )\b1 bg. ce
imp = )\b1 b2 . .

Notation: Von nun an schreiben wir “if s then t else u” anstelle von “ite st u”
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Aufgabe 3 EAU

Church-Numerale

Eine natirliche Zahl n wird durch einen A-Term | n| kodiert, der eine gegebene Funktion f wiederholt n-mal
auf einen Startwert a anwendet, was wir informell als n ,lterationen® von f startend bei a ansehen kénnen:
[n] = \f a (... T a))) (1)

'
n

Wir kodieren die Konstruktoren von N wie folgt:

zero = \f a.a
succ n=\fa.f(nfa)
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Aufgabe 3.1 EAU

Church-Numerale

Zeigen Sie, dass fur jede natlrliche Zahl n gilt: succ [n] —% [n+1]

Church-Numerale

[n] == M a. f(f(f(...f a))) (1)

n

zero = \f a.a succ=Xnfaf(nfa)

L. Vatthauer fau-beamer 12. Juni 2023 8/9



Aufgabe 3.2 EAU

Church-Numerale

Definieren Sie die Addition, Multiplikation und Exponentiation natlrlicher Zahlen bezlglich dieser
Kodierung. Vervollstandigen Sie also die folgenden Definitionen:

add = A\mn. ... mult = Amn. . .. pow = mn....
derart, dass fur alle x und y qilt:
add [x| [y| =5 [x+y[  mult [x] [y] =5 |x-y[  pow [x] [y] =5 [x"]

Church-Numerale

[n] == M a. f(f(f(...f a)) (1)

n
zero = \f a.a succ=Anfaf(nfa)

L. Vatthauer fau-beamer 12. Juni 2023 9/9



	Der einfach getypte Lambda-Kalkül
	Aufgabe 1 — Typprüfung einfach getypter Terme
	Aufgabe 2 — Church-Kodierung von Booleans
	Aufgabe 3 — Church-Numerale

