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Wie bereits in der Hausaufgabe zum letzten Blatt angedeutet, gibt es eine Korrespondenz zwischen
minimaler Logik und Inhabitation im einfach getypten A-Kalkdl.

Minimale Logik besitzt eine sehr eingeschrankte Syntax; allerdings haben wir in den letzten Wochen auch
gelernt, dass sich im ungetypten \-Kalkil mittels Church-Kodierung auch Terme flr z.B. Paare von Werten
finden lassen: Nehmen wir an, I' - ¢t : 7 sowie I" - s : o. Per Definition aus Ubung 5, Blatt 4, ist dann

pair t s = Aselect.select t s Der Prinzipaltyp dieses Terms lasst sich einfach bestimmen: er lautet

(r — 0 — a) — «. Sie werden jedoch feststellen, dass es keine Mdglichkeit gibt (warum?), einen
allgemeinen Typkonstruktor fir Paare zu simulieren. Wir werden spater ein Typsystem kennenlernen, das
es uns erlaubt, Uber Typvariablen zu quantifizieren und damit das gewlnschte zu erreichen.
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Aufgabe 1.1 EAU

Der Curry-Howard-lsomorphismus

FUr den Moment wollen wir uns jedoch damit zufriedengeben, den einfach getypten A-Kalkil um einen
solchen Typkonstruktor zu erweitern. Die neue Grammatik flr Typen lautet:

r,oi=alb|Tt—o|7TXx0 acV,beB

Natlrlich mtssen wir damit auch neue Konstrukte einfihren, die zu diesen Typkonstruktoren gehoren. Die
Termsprache wird also erweitert auf die Grammatik

t,su=x|ts| Ax.t| {t s} |fstt|sndt

Geben Sie die zusatzlich benotigten Typisierungsregeln an und erweitern Sie ebenso die
Auswertungsrelation um Grundreduktion fur Paare.
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Aufgabe 1.1 EAU
Recall: einfach getypter A\-Kalkdl

Typisierung

Wirlesen I' =t : « als ,im Kontext [" hat der Term t den Typ o und definieren diese Relation wie folgt:

A _ i I'x—alFt:p
(X)Fl—x:oz(x'&E ) (_>i)F|—)\X.t:a—>ﬁ

I'Ft:a—p I'Fs:a
I'Fts:p

(—e)
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Wir behaupten nun, dass diese Erweiterung uns auch mehr Ausdrucksstarke in der Logik auf der anderen
Seite des Curry-Howard-Isomorphismus einbringt. Genauer gesagt, dass wir das folgende Fragment der
intuitionistischen propositionalen Logik erhalten:

dpi=alo—=>P PNy

wobei a propositionale Variablen sind. Als Deduktionssystem verwenden wir den Sequentenkalkul
minimaler Logik mit folgenden zusatzlichen Regeln:

T'Eony TESAY TFé  THi
N A T N

' ¢
Sei ¢ der Typ, der entsteht, wenn man in ¢ alle A durch x ersetzt. Beweisen Sie: Der Sequent i~ ¢ ist
genau dann herleitbar, wenn der Typ ¢ inhabited ist.
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Aufgabe 1.2
Uberblick Sequenten- und A-Kalkil

Sequentenkalkul
mit I als Formelmenge {¢1, ..., ¢n}

(AX)

rrefc’

I o=
I'E¢p—

I'=¢ I'=
I'=¢o N

(=) (A1) (
I'Eop— vy

I'=

o

(—

E)

oA
It o

oA
I

(AE1) (AE2)

=AU

Einfach getypter \-Kalkul

mit I als Kontext {xy : a1, ..., Xy ap}
A : I
(X)Fl—x:ax “c
I'x—a]-t:p I'Ht:T I'Fs:o
—i) (prod)
I'EXMx.t:a—f I'-{t,s}:7xo0
I'Ft:a— 0 I'Fs:a
(—e) .
I'Hts:p
- I'Fp:TXo - I'Fp:iTXxo
\Proh) I'Hfstp:T (Prof) I'Fsndp:o
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Aufgabe 1.3 EAU

Der Curry-Howard-lsomorphismus

Benutzen Sie die eben hergestellte Korrespondenz, um zu zeigen, dass folgende Formel eine Tautologie ist:

(oAQ) —r— ((rANp)AQq)

Erweiterte Termgrammatik
t,s=x|ts| Ax.t | {t,s}|fstt|sndt
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Aufgabe 2 EAU

Listen und Baume

Wir betrachten die folgenden algebraischen Definitionen parametrischer Datentypen von Listen und
Binarbaumen Utber einem Typparameter a:

data List a where data Tree a where
Nil : () — List a Leaf : a — Tree a
Cons : a — List a — List a Inner : a — Tree a — Tree a — Tree a

Einige Annahmen

Wir nehmen Typ Nat von Konstanten 0, 1,2, .. . und die tUblichen Grundoperationen fur Nat als gegeben
an. Weiter nehmen wir den Typ Bool mit den Konstanten True und False sowie den Grundoperationen
dazu als gegeben an. Mit () bezeichnen wir den Typ unit; er enthalt nur einen einzigen Wert, den wir
ebenfalls mit () bezeichnen.

Weiterhin schreiben wir in Beweisen der Gleichheit zweier gegebener Terme s und t die Aussage s <7 t
abgekdirzt als s = t.
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Wir betrachten die folgenden algebraischen Definitionen parametrischer Datentypen von Listen und
Binarbaumen Utber einem Typparameter a:

data List a where data Tree a where
Nil : () — List a Leaf : a — Tree a
Cons : a — List a — List a Inner : a — Tree a — Tree a — Tree a

Beschreiben Sie in eigenen Worten die durch die folgenden Terme gegebenen Listen und Binarbaume mit
naturlichen Zahlen bzw. zeichnen Sie diese.

Nil Cons 5 (Cons 5 Nil)

Cons 5 Nil Cons 1 (Cons 2 (Cons 3 4 Nil))

Leaf 13 Inner 8 (Inner 4 (Leaf 1) (Leaf 20)) (Leaf 8)
Inner 5 (Leaf 3) (Leaf 9) Inner 6 (Leaf 99) (Inner 1 (Leaf 4) (Leaf 6))
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Wir betrachten die folgenden algebraischen Definitionen parametrischer Datentypen von Listen und
Binarbaumen Utber einem Typparameter a:

data List a where data Tree a where
Nil : () — List a Leaf : a — Tree a
Cons : a — List a — List a Inner : a — Tree a — Tree a — Tree a

Es kdnnen nun Funktionen induktiv uber der Struktur von List a und Tree a definiert werden,
beispielsweise:

length Nil
length (Cons x xs)

1
1 + size 1 + size r

0 size (Leaf x)
1 + length xs size (Inner x 1 r)

Welchen Typ hat 1length? Welchen hat size?
Werten Sie den Term length (Cons 4 (Cons 89 (Cons 21 Nil))) aus.
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Wir betrachten die folgenden algebraischen Definitionen parametrischer Datentypen von Listen und
Binarbaumen Utber einem Typparameter a:

data List a where data Tree a where
Nil : () — List a Leaf : a — Tree a
Cons : a — List a — List a Inner : a — Tree a — Tree a — Tree a

Es kdnnen nun Funktionen induktiv Gber der Struktur von List a und Tree a definiert werden,
beispielsweise:

length Nil =0 size (Leaf x)
length (Cons x xs) 1 + length xs size (Inner x 1 r)

1
1 + size 1 + size r

Schreiben Sie eine Funktion element : Nat — List Nat — Bool, so dass element a xs = True wenn ain
xs vorkommt, und andernfalls element a xs = False.
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Jeder induktive Datentyp besitzt eine Fold-Funktion, die sich aus der initialen Algebrastruktur des Typs
ergibt. Der Typ und die Definitionen dieser Fold-Funktionen ergeben sich dabei allein aus den Typen der
Konstruktoren. Beispielsweise ist die Fold-Funktion flr den Datentyp Nat a aus der vorangegangenen
Ubung wie folgt definiert:

foldL : ¢ - (a - ¢ —- c¢c) — List a — ¢
foldL n f Nil = n
foldL n f (Cons x xs) = f x (foldL n f xs)

Hierbei entspricht der Typparameter ¢ einem Ergebnistyp und die beiden Argumente n und f den
Konstruktoren Nil und Cons, wobei die Typen der Argumente jeweils Operationen auf dem Ergebnistyp ¢
beschreiben, mit dem eine Liste List a in einen einzelnen Wert vom Typ ¢ ,zusammengefaltet” werden
kann.

Werten Sie den Term foldL n f (Cons 2 (Cons 3 (Cons 6 Nil))) so weit es geht aus.
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Jeder induktive Datentyp besitzt eine Fold-Funktion, die sich aus der initialen Algebrastruktur des Typs
ergibt. Der Typ und die Definitionen dieser Fold-Funktionen ergeben sich dabei allein aus den Typen der
Konstruktoren. Beispielsweise ist die Fold-Funktion flr den Datentyp Nat a aus der vorangegangenen
Ubung wie folgt definiert:

foldL : ¢ - (a - ¢ —- c¢c) — List a — ¢
foldL n f Nil = n

foldL n f (Cons x xs) = f x (foldL n f xs)

Hierbei entspricht der Typparameter ¢ einem Ergebnistyp und die beiden Argumente n und f den
Konstruktoren Nil und Cons, wobei die Typen der Argumente jeweils Operationen auf dem Ergebnistyp ¢

beschreiben, mit dem eine Liste List a in einen einzelnen Wert vom Typ ¢ ,zusammengefaltet” werden
kann.

Finden Sie den Typ und die Definition der entsprechenden Fold-Funktion foldT des parametrischen
Datentyps Tree a.
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Jeder induktive Datentyp besitzt eine Fold-Funktion, die sich aus der initialen Algebrastruktur des Typs
ergibt. Der Typ und die Definitionen dieser Fold-Funktionen ergeben sich dabei allein aus den Typen der
Konstruktoren. Beispielsweise ist die Fold-Funktion flr den Datentyp Nat a aus der vorangegangenen
Ubung wie folgt definiert:

foldL : ¢ - (a - ¢ —- c¢c) — List a — ¢
foldL n f Nil = n
foldL n f (Cons x xs) = f x (foldL n f xs)

Hierbei entspricht der Typparameter ¢ einem Ergebnistyp und die beiden Argumente n und f den
Konstruktoren Nil und Cons, wobei die Typen der Argumente jeweils Operationen auf dem Ergebnistyp ¢
beschreiben, mit dem eine Liste List a in einen einzelnen Wert vom Typ ¢ ,zusammengefaltet” werden
kann.

Primitiv rekursive Funktionen auf List a konnen durch geeignete Instantiierung des Typparameters ¢ und
der Argumente n und f alternativ mittels foldL ausgedrlckt werden. Driicken Sie die Funktionen length
und size jeweils als Folds Uber Listen und Baumen aus.
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